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12. Ubungsblatt

Fiir r > 0 und n € N definieren wir
B*(r):={zeR":||z|| <r} und Sn_l(r) ={z eR":|z|| =r}.
Wir schreiben B"™ und S™~* fiir B"(1) und S™~1(1).

Prisenzaufgabe 12.1 Sei M = {z € R® : 2} + 223 + 23 = 1,23 > 0} und sei
f:R3 = R3 das Vektorfeld gegeben durch

J 1
flz) = (Sinh(a:g) + 22122, 222y + eS(@)Foos(@a) gacg)

Berechnen Sie

1 2.’171
/ — f(x), | 4z dz,
M A/ xy +4x5 + x5 23

wobeil dx das Flichenmaf3 auf M bezeichnet.

Priasenzaufgabe 12.2 Sei A der Laplace-Operator auf R™, das heifit A ist der
partielle Differentialoperator gegeben durch

Ap=Y i (¢ €C™(R").
k=1

Sei  eine offene Teilmenge des R™, sodass Q ein Kompaktum mit C''-Rand ist. Wir
definieren v : 9Q — S™~! als das duBere Einheitsnormalenfeld von € und schreiben
dy fiir das Flichenmaf auf 99Q. Seien f € C°(R™) und g € C°(R™).

(a) Beweisen Sie die erste Identitédt von Green
[ s@as@ds = [ gw)erad fu),v(w) dy — [ {grad f(a),grad g(a))
Q o9 Q

(b) Beweisen Sie die zweite Identitéit von Green

/f(w)Ag(w)*g(fﬂ)Af(x) dw:/ f(y){grad g(y),v(y))—g(y){grad f(y), v(y)) dy.
Q o0

Prasenzaufgabe 12.3 Sei n € N. Wir definieren das Newton-Vektorfeld

1
xX.
Vo1 (5" )"

(a) Zeigen Sie, dass f divergenzfrei auf R™ \ {0} ist, das heifit
divf(z) =0 (x e R*\ {0}).

f:R"\ {0} > R";, z~

(b) Sei 2 C R™ eine offene Teilmenge, sodass Q ein Kompaktum mit C*-Rand ist
und 0 ¢ 99Q. Sei v : 9Q — S™~1 das duBere Einheitsnormalenfeld. Beweisen Sie

die Identitét ( Q)
1, (0e
/8§2<f71/>:{ 0, (O%Q)



Hausaufgabe 12.1 Sei r > 0 und n € N mit n > 2. Beweisen Sie die Identitét
nvol, (B™(r)) = rvol,_1 (S"'(r)).
Betrachten Sie dazu das Vektorfeld
fR" >R zw—x
und verwenden Sie den Integralsatz von Gaus.

Hausaufgabe 12.2 Sei M = {# € R® : 27 + 23 < 1,-1 < 23 < 1} und sei
f:R?® = R3 das Vektorfeld gegeben durch

f(x) = (w123, aTws, 23) (z € R?).
(a) Berechnen Sie das duflere Einheitsnormalenfeld v von M.

(b) Wir schreiben dy fiir das Flichenmafl auf M. Berechnen Sie

/ (f(y),v(y))dy
OM

einmal direkt und einmal mit Hilfe des Integralsatzes von Gau$.

Hausaufgabe 12.3 Sein € Nund sei £ : R"\ {0} — R gegeben durch

vl 1P (n#2)
E =

3 logo|| - [, (n=2).
Wir schreiben A fiir den Laplace-Operator auf R™.

(a) Zeigen Sie
AE(x)=0 (x e R™\ {0}).

Sei f € C°(R™) und € > 0. Wir definieren ¢, : R — R durch
o= [ Bw)fe-y)dy
R\ B" (¢)

(Vergleichen Sie diese Formel mit dem Faltungsprodukt.)

(b) Beweisen Sie, dass
Ape(r) = / E(y)Af(z —y)dy.
R\ B" (¢)

(¢) Beweisen Sie, dass fiir alle z € R™

1

Age(w) = - /Sn_l( ) E(y)(grad f(z —y),y) + f(z — y){grad E(y),y) dy.

Hinweis: Wihlen Sie ein gutes Kompaktum € und verwenden Sie die zweite
Idententitit von Green.



(d) Zeigen Sie, dass

1
- /SM(E) f(z —y)(grad E(y),y) dy = e /SH f(z — ey) dy.

€

Folgern Sie, dass

1

lifol - E(y){grad f(z —y),y)dy =0
€ € Sn71(€)
und L
lim ~ fla—y)(grad E(y),y) dy = f(x).

el0 € Sn=1(¢)

(e) Beweisen Sie, dass fiir jedes 1) € C.(R™) der Grenzwert

lim E(y)v(y) dy
40 Jrm\ B (e)

existiert.

Wir definieren ¢ : R™ — R durch
O@) =lmos) (2R,

(f) Beweisen Sie

Ad(@) = lim Ad(x) = f(@) (@ €R"),

Das Ergebnis dieser Aufgabe zeigt, dass die Abbildung E beniitzt werden kann, um
eine Losung ¢ der partiellen Differentialgleichung

Ap=f

mit f € C.(R™) zu finden. Die Funktion E wird eine Fundamentallisung oder
Greensche Funktion von A genannt.

Abgabetermin der Hausaufgaben: Montag, 20. Juli 2020, 9 Uhr via Panda.



