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12. Übungsblatt

Für r > 0 und n ∈ N definieren wir

Bn(r) := {x ∈ Rn : ‖x‖ < r} und Sn−1(r) := {x ∈ Rn : ‖x‖ = r}.

Wir schreiben Bn und Sn−1 für Bn(1) und Sn−1(1).

Präsenzaufgabe 12.1 Sei M =
{
x ∈ R3 : x2

1 + 2x2
2 + x2

3 = 1, x3 > 0
}

und sei
f : R3 → R3 das Vektorfeld gegeben durch

f(x) =
(

sinh(x2) + 2x1x
2
2, x

2
1x2 + esin(x1)+cos(x3),

1

3
x3

3

)
.

Berechnen Sie ∫
M

1√
x2

1 + 4x2
2 + x2

3

〈
f(x),

 2x1

4x2

2x3

〉 dx,

wobei dx das Flächenmaß auf M bezeichnet.

Präsenzaufgabe 12.2 Sei ∆ der Laplace-Operator auf Rn, das heißt ∆ ist der
partielle Differentialoperator gegeben durch

∆φ =

n∑
k=1

∂2
kφ

(
φ ∈ C∞(Rn)

)
.

Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, sodass Ω ein Kompaktum mit C1-Rand ist. Wir
definieren ν : ∂Ω→ Sn−1 als das äußere Einheitsnormalenfeld von Ω und schreiben
dy für das Flächenmaß auf ∂Ω. Seien f ∈ C∞c (Rn) und g ∈ C∞(Rn).

(a) Beweisen Sie die erste Identität von Green∫
Ω

g(x)∆f(x) dx =

∫
∂Ω

g(y)
〈
grad f(y), ν(y)

〉
dy −

∫
Ω

〈
grad f(x), grad g(x)

〉
dx.

(b) Beweisen Sie die zweite Identität von Green∫
Ω

f(x)∆g(x)−g(x)∆f(x) dx =

∫
∂Ω

f(y)
〈
grad g(y), ν(y)

〉
−g(y)

〈
grad f(y), ν(y)

〉
dy.

Präsenzaufgabe 12.3 Sei n ∈ N. Wir definieren das Newton-Vektorfeld

f : Rn \ {0} → Rn; x 7→ 1

voln−1(Sn−1)‖x‖n
x.

(a) Zeigen Sie, dass f divergenzfrei auf Rn \ {0} ist, das heißt

divf(x) = 0 (x ∈ Rn \ {0}).

(b) Sei Ω ⊆ Rn eine offene Teilmenge, sodass Ω ein Kompaktum mit C1-Rand ist
und 0 /∈ ∂Ω. Sei ν : ∂Ω→ Sn−1 das äußere Einheitsnormalenfeld. Beweisen Sie
die Identität ∫

∂Ω

〈f, ν〉 =

{
1, (0 ∈ Ω)
0, (0 /∈ Ω).



Hausaufgabe 12.1 Sei r > 0 und n ∈ N mit n > 2. Beweisen Sie die Identität

n voln
(
Bn(r)

)
= r voln−1

(
Sn−1(r)

)
.

Betrachten Sie dazu das Vektorfeld

f : Rn → Rn; x 7→ x

und verwenden Sie den Integralsatz von Gauß.

Hausaufgabe 12.2 Sei M = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 < 1,−1 < x3 < 1} und sei
f : R3 → R3 das Vektorfeld gegeben durch

f(x) =
(
x1x

2
2, x

2
1x2, x

3
3

)
(x ∈ R3).

(a) Berechnen Sie das äußere Einheitsnormalenfeld ν von M .

(b) Wir schreiben dy für das Flächenmaß auf M . Berechnen Sie∫
∂M

〈
f(y), ν(y)

〉
dy

einmal direkt und einmal mit Hilfe des Integralsatzes von Gauß.

Hausaufgabe 12.3 Sei n ∈ N und sei E : Rn \ {0} → R gegeben durch

E =


1

(2−n)voln−1(Sn−1)‖ · ‖
2−n, (n 6= 2)

1
2π log ◦‖ · ‖, (n = 2).

Wir schreiben ∆ für den Laplace-Operator auf Rn.

(a) Zeigen Sie
∆E(x) = 0 (x ∈ Rn \ {0}).

Sei f ∈ C∞c (Rn) und ε > 0. Wir definieren φε : Rn → R durch

φε(x) =

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)f(x− y) dy.

(Vergleichen Sie diese Formel mit dem Faltungsprodukt.)

(b) Beweisen Sie, dass

∆φε(x) =

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)∆f(x− y) dy.

(c) Beweisen Sie, dass für alle x ∈ Rn

∆φε(x) =
1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(y)
〈
grad f(x− y), y

〉
+ f(x− y)

〈
gradE(y), y

〉
dy.

Hinweis: Wählen Sie ein gutes Kompaktum Ω und verwenden Sie die zweite
Idententität von Green.



(d) Zeigen Sie, dass

1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(y)
〈
grad f(x− y), y

〉
dy = εn−1

∫
Sn−1

E(εy)
〈
grad f(x− εy), y

〉
dy

und

1

ε

∫
Sn−1(ε)

f(x− y)
〈
gradE(y), y

〉
dy =

1

voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1

f(x− εy) dy.

Folgern Sie, dass

lim
ε↓0

1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(y)
〈
grad f(x− y), y

〉
dy = 0

und

lim
ε↓0

1

ε

∫
Sn−1(ε)

f(x− y)
〈
gradE(y), y

〉
dy = f(x).

(e) Beweisen Sie, dass für jedes ψ ∈ Cc(Rn) der Grenzwert

lim
ε↓0

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)ψ(y) dy

existiert.

Wir definieren φ : Rn → R durch

φ(x) = lim
ε↓0

φε(x) (x ∈ Rn).

(f) Beweisen Sie
∆φ(x) = lim

ε↓0
∆φε(x) = f(x) (x ∈ Rn).

Das Ergebnis dieser Aufgabe zeigt, dass die Abbildung E benützt werden kann, um
eine Lösung φ der partiellen Differentialgleichung

∆φ = f

mit f ∈ Cc(Rn) zu finden. Die Funktion E wird eine Fundamentallösung oder
Greensche Funktion von ∆ genannt.

Abgabetermin der Hausaufgaben: Montag, 20. Juli 2020, 9 Uhr via Panda.


