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12. Ubungsblatt

Présenzaufgabe 12.1 Sei M = {z € R® : 2} + 223 + 23 = 1,23 > 0} und sei
f:R?® = R3 das Vektorfeld gegeben durch

. i 1
f(z) = (sinh(xg) + 22122, 223y + eS(@)Feos(2a) gxg)

Berechnen Sie

1 2.’171
/ —( f(x), | 42 dx,
M \/xf +4as + a3 224
wobeil dx das Flichenmaf3 auf M bezeichnet.

Losung: Wir definieren ) = {x € R3: x% + 230% + x% < l,x3 > 0}. Der Rand
von € ist gleich M UN, wobei N = {z € R? : 2} + 223 < 1,z3 = 0}. Der Rand
von () ist keine C''-Untermannigfaltigkeit, aber es ist was in Soergels Skript eine
Fastmannigfaltigkeit genannt wird. Das &duflere Einheitsnormalenfeld v von § ist
auf M U N gegeben durch

21‘1
-1
Tt | g |0 (M)
3
v(z) =
0
01, (x € N).
1

0
1
/N<f(a:), (1) >dx:/N3m§dx:O,

gilt nach dem Integralsatz von Gauf}

41’2

/ 1 e o dx
wvETer A\ O o
—o /M (f(@), (@) de +2 /N (f (@), v()) de
:2/Qdivf(ac)dx
:2/021‘34-:1:%4—:63(11'.

Wir definieren

T
PR3 =R x| V2
x3



Die Abbildung @ ist ein C'-Diffeomorphismus und ®(2) = {z € B3 : z3 > 0} =:
B,. Wir verwenden die Transformationsformel und bekommen

1 27T % 4 2
2 / 2020202 dr = 2v/3 / 2|2 do = 2v/2 / / / 4 cos(8) df ddr = V2T
Q By o Jo Jo 5

Prisenzaufgabe 12.2 Sei A der Laplace-Operator auf R™, das heifit A ist der

partielle Differentialoperator gegeben durch

Ap=Y 3o (¢ €C™(R").

k=1

Sei Q eine offene Teilmenge des R”, sodass Q ein Kompaktum mit C'-Rand ist. Wir
definieren v : 9Q — S™~! als das duBere Einheitsnormalenfeld von 2 und schreiben
dy fiir das Flachenmaf auf 0. Seien f € C°(R") und g € C*(R"™).

(a) Beweisen Sie die erste Identitét von Green
/ 9@ f (@) do = [ gl)(grad f(w).v(y)) dy — [ (grad £ (o), grad g(o)) da
Q 0 Q
) Beweisen Sie die zweite Identitéit von Green
/ f(x)Ag(z)—g(z)Af(z) dz = /aQ f(y)(grad g(y), v(y))—g(y)(erad f(y), v(y)) dy.

Lésung:

(a) Wir betrachten das Vektorfeld ¢ = ggrad f : R® — R". Es gilt

dive = Ok(gOkf) = > Okg Orf + 9O f = (grad g, grad f) + gAf.
k=1 k=1

Jetzt verwenden wir den Integralsatz von Gaufl und bekommen

/ o(y)(erad f(y), v(y)) dy = / (6(y), v(w)) dy
onN onN

= /Qdiv¢(;v) dx

:/ <gradf(m),gradg(m)>dm+/g(x)Af(a:)dx
Q

Q

(b) Wir verwechseln die Rolle von f und g in die erste Identitédt von Green und
bekommen

/f(:v)Ag(fff) dw:/ f(y)<gradg(y)w(y)>dy—/ (grad f(z), grad g(z)) da.
Q o0 Q

Es folgt
/Q f(2)Ag(x) — g(2)Af () da
- / f(2)Ag(x) dz - / o(2)Af () de
/ f(y)(grad g(y), ()>dy—/<gradf(x)7gradg(m)>dw
Q
/ o(y) (grad (), v(y)) dy + / (grad f(z), grad g(z)) dz
- /6 ) xad o). 1(9)) — o(u)grad £ ). ) .



Priasenzaufgabe 12.3 Sei n € N. Wir definieren das Newton-Vektorfeld

1
xT
Vol 1 (S7 1) ]|

(a) Zeigen Sie, dass f divergenzfrei auf R™ \ {0} ist, das heift
divf(z) =0 (x € R™\ {0}).

(b) Sei 2 C R” eine offene Teilmenge, sodass Q ein Kompaktum mit C*-Rand ist
und 0 ¢ 9. Sei v : 9Q — S™~! das duBere Einheitsnormalenfeld. Beweisen Sie

die Identitat ( Q)
(1, (0e
v = { 0, (0¢9).

f:R"\ {0} > R";, z~—

Lésung:

(a) Sei 1 <k <n.Es gilt

_ _ T x2 B
e R I =
Es folgt
- - |
divlal| "z = 3 Okllal e = > (<n o ”MH\ N —n e tolell 7 =0
k=1 k=1

(b) Wenn 0 ¢ Q, dann folgt aus dem Integralsatz von Gauf}, dass

/mg,w - /Qdivf(x)dx _

Jetzt nehmen wir an, dass 0 € Q. Sei € > 0, sodass B"(¢) C . Wir schrei-
ben ' fiir Q\ B"(¢). Die Rand von ' ist gleich 9Q U S"~!(¢). Das dufere
Einheitsnormalenfeld v/ von € ist auf S"~1(e) gegeben durch

V(z) = —%x (z € 5" e)).

Aus dem Integralsatz von Gaufl folgt

_ / () () dy + / (). () dy
o0

Sn=1(e)
- / div/(y) dy
o0

und damit

/ () v(y)) dy = / (F(9). ) dy
a0 € Jsn—1(e)

1 9_
EVOInfl(Sn_l) Lnl(e) ”yH Y

_ ! / d
o e”*lvoln,l(snfl) Sn—1(e) 4
= 1.




