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1. Ubungsblatt

Hausaufgabe 1.1 Fiir p € [1,00) und eine Regelfunktion f : [a,b] — C sei

. :
1]l = ( / If(x)lpdx> .

(a) Seien p,q € [1,00) mit % + % = 1. Beweisen Sie die Holdersche Ungleichung:
Fiir alle Regelfunktionen f, g : [a,b] — C gilt

b
[ 15@gta)ldo < £l gl

(b) Sei p € [1,00). Beweisen Sie die Minkowskische Ungleichung: Fiir alle Regel-
funktionen f, g : [a,b] — C gilt

1+ gl < 1Fllp + llgllp-

Liosung: Die Ungleichungen kénnen auf gleiche Weise wie die Cauchy-Schwarz Un-
gleichung in Prisenzaufgabe 1.4 bewiesen werden. Man beweist zuerst, dass die
Ungleichungen fiir Treppenfunktionen gelten. Dazu bracht man die Holdersche und
Minkowskische Ungleichung fiir Summen aus Prasenzaufgabe 14.1 von Analysis 1.
Zunéchst beweist man die Ungleichungen fiir Regelfunktionen f und g durch Folgen
(fn)nen und (gn)nen zu betrachten, wobei f,, und g, Treppenfunktionen sind und

i [1f = £l = Tim_llgn — g =0.

Hausaufgabe 1.2 Folgern Sie mit Hilfe der partiellen Integrationsregel fiir jedes
n € N:

(a) Ist f:[a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, so gilt

fa)r
n+1

[ @) sy da -

(b) Sind f,g: I — R n-mal stetig differenzierbare Funktionen, so gilt

/ F@)g™ (@) dz = 3 (—1)F O (@)g™FD () 4 (1) / S (@)g(x) de.
k=0

Lésung:

(a) Wir schreiben g fiir f™. Nach der partiellen Integrationsregel gilt

[ 9t@)s(@)dz = g(a@)f(a) - [ ' @)f(a)da.



Es folgt, dass

©)de = f () / nf (@) f () f(2) de = f7 (o / e

und damit

(n+1) /f” r)der = " (x).

(b) Wir beweisen die Aussage mit Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage einfach die

partielle Integrationsregel. Nehme jetzt an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr

[ 1@ @ do = fa)g @) - [ 1)

Jetzt verwenden wir die Induktionsvoraussetzung (mit f’ statt f) und bekom-

n—1

/f’(x)g(")(x) da = Z(*l)’“f(k“)(x)g(””“’”(9:)+(*1)"/f("“)(w)g(x) dx

k=0

und damit

/ F(@)g™ (2) de

o S 1 fED (1) gD (@) + (1) [ fOH) (@)g(x) do

(kz_;) Jroweiter i
(n) Z k+1f(k+1)(x)g(n7kfl)(l,) + (_1)n+1 /f(”Jfl)(x)g(ai) dz
g™ (@) + Z £ (2)g™ =P (2) + (=1)"+ / FOY (1) g(x) da

f(k) (n— k)(x)+(_1)n+1/f(n-l—l)(x)g(x)dl’.

Hausaufgabe 1.3 Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen:

L da,

@ [

1
b ————— dx.
(b) /sinQ(x) cos*(x) v
Losung: Es gilt

(a)

=(z—-2)
=(z—-2)
= (2 —2)° +10(z — 2)* +40(z — 2)® + 8022 — 240z + 192
=(z—-2) )
(z—-2)

=(r—2

5 +10z* — 4023 + 8022 — 80z + 32
> +10(x — 2)* + 402° — 16022 + 2402 — 128

(
5 4 10(z — 2)* +40(x — 2)° + 80(z — 2) + 80z — 128
P +10(x — 2)* +40(z — 2)® + 80(z — 2)% + 80(x — 2) + 32



und darum fiir z € R\ {2}

/(37_2)3dx
= / ((:c —2)24+10(z —2)' + 40+ 80(z — 2) "' + 80(x — 2) 72 + 32(z — 2)73> o

_ %(a: — 9 4 5(z — 2)2 + 40(z — 2) + 80log(|z — 2[) — 80(z — 2)~ — 16(z — 2)~2.

(b) Sei z ¢ ZZ. Wir verwenden die Identitéit cos?(z) + sin®(z) = 1 zweimal und

bekommen
1 _ sin’(x) cos? ()
sin(z) cost(z)  sin®(x)cost(x)  sin?(z) cosd(x)
_ 1 1
cos*(z) = sin*(z) cos?(w)
_ sin?(z)  cos?(z) sin?(z) cos?(x)
cos*(z)  cos*(x)  sin®(x)cos?(z)  sin®(z)cos?(z)
, 1 2 1
= tan”(x) +

cos?(z)  cos?(z)  sin®(z)’

Weil tan'(x) = cos2( ) gllt L tan3(z) = 3tan®(z )W Sei cotan(z) = ‘;’;Eg
Dann gilt cotan’(z) = Smg(x) Es folgt, dass
/; dx = }tan?’(x) + 2tan(z) — cotan(x)
sin?(z)cost(z) 3 .

Hausaufgabe 1.4 Untersuchen Sie die folgenden uneigentliche Integrale auf Kon-
vergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:

(a) /:O log (“f) da,

—d
) /_1 V1— a2 ’
Lésung:

(a) Die Funktion z ~— zlog(z)— ist eine Stammfunktion von log. Weil log (%) =
log(1 + ) — log(x), folgt, dass fiir alle r > 1

/; log (T) dr = ((1 +z)log(l + ) — (1 + ) — zlog(x) + 33) -
= (1+r)log(1l+r) — rlog(r) — 2log(2)

1
=log(1+r)+rlog <—|—r> —2log(2).
T

Da rlog () > 0 gilt

oo 1
lim [ log (”) dz = lim (log(l +7)+rlog ( i T) - 210g(2)) — .
1 X T

r—00

Damit ist das Integral fl log( ) dx divergent.



1
V1i—z2’

(b) arcsin ist eine Stammfunktion von x +— Darum gilt fiir -1 <s<t<1

dx = arcsin(t) — arcsin(s)

¢
1
,/s V1—22

und damit

lim lim r = lim lim (arcsin(t) — arcsin(s)) = g — (—E) = .

|
—d
sl—1 t11 /g V1 — 22 sl—1 t11

Es folgt, dass dx konvergent und gleich 7 ist.

! 1
/_1 V1 —z2



