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9. Ubungsblatt

Hausaufgabe 9.1 Sei I' eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3, so-

dass I' € Ry x {0} x R. Sei M die Drehfliche von I' um die z-Achse, dass heifit
0

die Fldche die durch Rotation von I' um die Gerade R [ 0 | entsteht. Nehmen Sie
1

an, dass v : R — R? eine Karte ist von I', das heifit, dass 7 eine injektive C*-Kurve

R — R3 ist, sodass v/(t) # O fiir alle t € R, v~ ! : T' — R ist stetig und I' = Im(7).

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

~1(¢) cos(¢)
[iRZ SR (t,9) = | m(t)sin(e)
v3(t)

surjektiv auf M abbildet.

(b) Beweisen Sie, dass es fiir jeden Punkt x € M eine offene Teilmenge W von R?
gibt, sodass x € f(W) mit Df(¢, ) injektiv fiir alle (¢,¢) € W.

(c) Sei (t,¢) € R? und = = f(t, ¢). Beweisen Sie, dass

¢ = 2arctan I ,
xr1 + \/x% +ch

wenn ¢ € (—m,m) und

T2
¢ = 2arccot ,
—x1 + /22 + 23

wenn ¢ € (0, 2m).

(d) Beweisen Sie, dass es fiir jeden Punkt x € M eine offene Teilmenge W von R?
gibt, sodass die Einschrinkung von f auf W injektiv und f=1 : f(W) — W
stetig ist.

(e) Folgern Sie, dass M eine Untermannigfaltigkeit von R? ist.
(f) Seit € R und p = v(t) € m. Bestimmen Sie den Tangentialraum 7T, M.
Lésung:

(a) Wenn z € M, dann gibt es eine Drehung O um die z-Achse, sodass Oz € T.
Sei t € R, sodass Ox = «(t). Fiir jede Drehung um die z-Achse gibt es ein ¢,
sodass die Matrix von O beziiglich die Standardbasis gleich

cos(¢) sin(¢) 0
—sin(¢) cos(¢) 0
0 0 1



ist. Es gilt
cos(¢) —sin(¢) 0 M(t)
x=0"1y(t)= | sin(¢) cos(¢) 0 0 = f(t, ).

Sei t, ¢ € R2. Es gilt

Yi(t) cos(d)  —u(t) sin(¢)
Df(t,¢) = | 7(t) S(ir)l(f;b) 71 (t) cos()
t 0

Wenn u € ker Df(t,¢), dann gilt v4(¢t)u; = 0. Es folgt, dass 74(t) = 0 oder
u; = 0. Wenn ~4(t) = 0, dann ~1(t) #) da 4'(t) # 0. Weil

M (t) cos(@)ur — 71 (t) sin(@)uz = 71 (t) sin(@)us + 71 (t) cos(@)uz = 0,
gilt
M (B)ur = 7 (1) cos® (@) ur—1 (1) sin(¢) cos(d)uz+7; (t) sin® (@) ur+7:1 (t) cos(¢) sin(¢)uz = 0.

Es folgt uy = 0. Wenn uy = 0, dann 1 (¢) sin(¢)us = v1(¢) cos(¢)us = 0. Es
folgt
M (t)uz = 71(t) cos®(d)ua + 1 (t) sin (d)ug = 0
und damit us = 0. Dies beweisst, dass Df(t, ¢) injektiv ist fiir alle ¢, ¢ € R.
Sei (t,¢) € R? und = := f(t,¢). Wenn ¢ € (—m,7), dann
e a0 _, (%)
1+ 22+ yi(t)cos(¢) + /()2 m(t)cos(¢) +7(t)  cos(d) +1 2

und darum

1)
¢ =2arctan | ————F———— | .
Ty + /23 + 22

Wenn ¢ € (0,27), dann folgt auf gleiche Weise

T _ sin(g) — ot <¢>)
VAT @ r1

und darum

T2
¢ = 2arccot .
—r1 + /2% + 23
Seien Vi = {&x € M : 29 # Ooderz; > 0} und Vo = {& € M : zy #
0 oder x; < 0}. Wir definieren die Abbildungen
T3
v 0

gle1—>R2, T > 3

2arctan [ — 22—
x1+ rerz%

JET3
1 0

gl:Vl %RQ, T = T3

2arccot | — 20—
—z14+\/ 242



Da v~ stetig ist, sind g; und g stetige Abbildungen. Seien Wy = ¢1(V1) und
Wy = g2(V3). Dann sind g1 und go die Inverse Abbildungen von f |W1 Wi =W

und f’wz Wy — Vo

(e) Die Abbildung f erfiillt die Bedingungen in Proposition 3.4.1 im Skript von
Soergel. Es folgt, dass M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

(f) Das Bild von D f(t,0) ist erhalten in T,,(M). Da beide Rdume zwei dimensional
sind, sind sie gleich. Es folgt

71(t) 0 0
TpMIm(Df(t,O))R( 0 )@R(l)TpF@R(l).
Y5(t) 0 0

Hausaufgabe 9.2 Fiir n € N mit n > 2, sei ®,, : R, x R"~! — R" gegeben durch

7 co8(¢n—1) coS(Ppn_2) . .. cos(p2) cos(¢1)
7 coS(Pp—_1) cos(Pp—2) . ..cos(¢pz) sin(¢q)
7 cos(¢Pp—_1) cos(dp—_2) .. .sin(psz)
@, (r,0) = : ((r,¢) € Ry xR™71).
r Cos(d)n—l) COS(¢TL—2) Sin(¢n—3)
7 cos(Pp—_1) sin(dp—2)
rsin(gn_1)

Berechnen Sie die Jacobi-Determinante det D®,,(r, ¢).

Losung: Wir werden mit Induktion nach n beweisen, dass fiir n > 3

det D®,,(r,¢) = " cos" " (¢p_1) cos™ (¢ _2) - - - cos(¢o) (r>0,¢eR"1).
(1)
Es gilt fiir alle » > 0 und ¢ € R?

cos(¢z) cos(d1)  —rcos(¢g)sin(h1)  —rsin(¢z) cos(¢p1)
det D®3(r, ) = det | cos(pz)sin(¢1) 7 cos(gpa) cos(pr) —rsin(@() sin(¢1)

n
sin(¢s) 0 7 cos(¢p2)

—rcos(¢2)sin(¢p1) —rsin(ps) cos

= sin € oot
= (%)dt( reos(dn) cos(g1)  —rsin(gy) sin(6
( si

1)
¢1)

. cos(@2) cos(¢1)  —rcos(dz) sin(¢1)
—l—rcos((bg)det( cos(¢2)sin(¢p1) 7 cos(¢a) cos(oq) )

= 12 cos(¢2) sin”(¢2) + 1* cos”(¢2)

= 72 cos(¢g)

Hiermit ist die Aussage bewiesen fiir n = 3. Jetzt nehmen wir an, dass wahr ist
fiir ein n > 3. Sei r > 0, ¢ € R"! und ¢,, € R. Es gilt

D) = | OOWDEalr,0) | cos(60)De@a(r,6) | —sin(6)n(r,)

sin(.qﬁn) \ 0. .0 ‘ rcos.(qbn)



und darum

det DBy o1 (r, b, bn) = (=1)" " sin(dp) det | cos(n)Do®n(r, d) | —sin(n)n(r, o)

+ 7 cos(oy,) det cos(¢n)brén(r, ®) cos(¢n)b¢®n(r, ?)

Da ®,,(r,¢) = rD,®,(r, ¢) folgt nach Verwechselung der Spalten in die erste De-
terminante

det D®,, 41 (7,6, ¢) = 7sin? (¢, ) cos™ 1 (¢y,) det DB, (1, ) + 1 cos™ 1 (p,,) det D, (1, p)
=rcos" " (¢,) det D, (r, ¢).

Nach annahme gilt . Es folgt

det D®,, 1 (7, b, ¢n) = 1™ cos™ 1 (hp) 08" 2 (1) cos" 3 (Pr_2) - - - cos(h2).

Hausaufgabe 9.3 Sei M := {(¢t,z,y) € R3 : > — 22 — y? = 1}. Bestimmen Sie
die Extrema von )
FIR SR, (hay) o e (@t 2)

auf M. Liegen in den kritischen Punkte Minima oder Maxima vor?
Lisung: Wir definieren g : R® — R, (¢t,2,y) — t? — 22 — y2. Sei (¢t,7,y) € M eine
kritische Stelle von f beschrinkt auf M. Es gibt ein A € R, sodass
0=Df(t,z,y) — ADg(t,xz,y) = ( —2t(z + 2y)e_t2, 6_t272€_t2) — /\(2t, -2z, —2y)

Da —2)\z = e=* und —2\y = 2, gilt y = 22 und \ =
Gleichung —2¢(z + 2y)et = 2t folgt

2 .
— Lt % Aus die

1
10z = —
T

und damit z = :t\/% und y = i\/%. Die Unbekannte t wird jetzt bis auf Zeichen

eindeutig bestimmt durch die Gleichung t>—z2—%% =1, also t = \/g odert = — %

Es gibt insgesammt vier kritische Stellen:

<\[ff>< _1_2><\[f\ﬁ>< \;i\;i

Wenn (t,z,y) € M, dann 2% + y? < t2. Es folgt, dass f(¢,x,y) gegen 0 konvergiert
wenn (¢, z,y) € M in Linge nach oo neigt. Dies impliziert, dass f ihr Maximum und
Minumum beide auf My := {(t,z,y) € M : ¢ > 0} und M_ = {(t,z,y) e M : t <
0} annimmt. Weil sowohl auf M als auf M_ genau zwei kritische Stellen gibt ist eine
das Maximum und das Andere das Minimum. Die Funktion nimmt darum ihr Ma-

ximum auf M an in (:l: 5 \} \ﬁ) und ihr Minimum in (j: %,—\/%,—\/%).

\/



