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10. Ubungsblatt

Priasenzaufgabe 10.1 Schauen Sie die folgenden Filme iiber das Mobiusband,
den Projektiven Raum und das Mobiusband und den Projektiven Raum.

Priasenzaufgabe 10.2 Sei U eine offene Teilmenge von R”. Fiir eine k + 1-Form
a auf U und ein C'-Vektorfeld V : U — R™ sei tya die k-Form auf U gegeben
durch

(va)e (X1, o, Xg) == (V(z), X1,..., Xk) (x eUXy,..., X € R”).

Man nennt ¢y« die Kontraktion von « mit V. Die Lie-Ableitung Ly o von «
beziiglich V ist definiert als

Lya= d(LVa) + Ly (da).
(a) Bestimmen Sie Ly f fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R.
(b) Beweisen Sie, dass fiir alle k-Formen « und I-formen § auf U
Ly(anp)=(Lya)ANB+an (Lyp)

und
ﬁv (da) = d(ﬁva)

Sei G = {<I>t RS R} eine glatte Einparametergruppe von Diffeomorphismen auf
U, d.h. fiir jede t € R ist ®; : U — U ein Diffeomorphismus, sodass

Py =1d
und
(I)soq)t:q)s+t (S,tGR),

und die Abbildung
RxU—=U, (tx)— Ox)

glatt ist. Sei V : U — R"™ das Vektorfeld, das zu G gehort, d.h. das Vektorfeld,
sodass
0, ®y(z) =V o By(x) (teR,zel,).
(¢) Beweisen Sie fiir alle k-Formen « auf U die Identitét
815 (‘1)2(01)

|t:0 = Eva.

Prisenzaufgabe 10.3 Sei U eine offene Teilmenge von R* und ® : U — R” die
Abbildung gegeben durch

®(z) = (v1,...,21,0,...,0) (x € U).

Bestimmen Sie ®*« fiir eine k-Form

wobeil dry = dxg, N+ Ndzg, falls I ={a; : 1 <i <k} mit a; < ag < -+ < ag.


https://www.youtube.com/watch?v=XlQOipIVFPk
https://www.youtube.com/watch?v=u0VkikpElMo&feature=emb_rel_end
https://www.youtube.com/watch?v=W-sKLN0VBkk

Hausaufgabe 10.1 Betrachten Sie w = zy dz A dy auf R? und die Abbildung
d:RxR? = R? (t,v) > tv.
(a) Berechnen Sie ®*w.

(b) Sei V : R x R? — R? das konstante Vektorfeld V = (1,0,0)!. Bestimmen Sie
Ly (<I>*w).

(c) Berechnen Sie
1
7= / Ly (Q*w) dt
0

und zeigen Sie
dn = w. (1)

(d) Wird 7 eindeutig durch bestimmt?

Hausaufgabe 10.2 [Forster, Aufgabe 20.2] Im R* sei w die Differentialform
w := xodxo Ndrs Ndxy + x1dri ANdrs ANdxy + xadr ANdxo Adry + x3dey Adag Ades.
Sei $3 C R* die Einheitssphére.

(a) Man zeige: Fiir jede kompakte Teilmenge A C S? gilt

/w:O.
A

/ .ng.lfz A d.%‘g A d$4,
B

(b) Man berechne

wobei B := {(x1, %2, 73,74) € S3: 21 > 0,29 > 0}.

Hausaufgabe 10.3 [Forster, Aufgabe 20.8.] Im R"™ seien fi,..., f, homogene
Polynome vom Grad m in den Koordinaten z1,...,z, und

wi= Y (1) fidwy Ao A dz; A -+ Ada,.
1=1

Sei S"~! C R™ die Einheitssphire. Man zeige: Ist m gerade, so ist

/ w=0.
Sn—l

Anleitung: Man betrachte die Transformation x — —x des R™.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 22.1.2021, 9 Uhr via Panda.



