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11. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 11.1 Beweisen Sie, dass eine kompakte Untermannigfaltigkeit
von Rn keinen Rand hat.

Präsenzaufgabe 11.2 [Forster, Aufgabe 21.3] Man beweise H1
DR(R2 \ 0) ' R.

Anleitung: Die Cohomologieklasse der Differentialform

σ :=
x dy − y dx
x2 + y2

bildet eine Basis von H1
DR(R2\0). Dazu beweise man: Ist ω eine geschlossene 1-Form

in R2 \ 0 mit ∫
S1

ω = 0,

so besitzt ω eine Stammfunktion.

Präsenzaufgabe 11.3 [Forster 21.7] Es sei q : Rn \ 0→ Sn−1 die Projektion auf
die Einheitssphäre

q(x) :=
x

‖x‖
(x ∈ Rn \ 0).

Für eine kompakte Teilmenge A ⊆ Rn \ 0 versteht man unter dem Raumwinkel,
unter dem A vom Nullpunkt aus erscheint, die Größe

Θ(A) := Voln−1

(
q(A)

)
.

Sei M ⊆ Rn \ 0 eine Hyperfläche mit folgender Eigenschaft:

(i) Die Abbildung q|M : M → Sn−1 ist injektiv.

(ii) Für jedes a ∈M gilt Ra+ TaM = Rn.

Man zeige:

(a) M ist orientierbar.

(b) Für jedes Kompaktum A ⊆M gilt

Θ(A) =

∣∣∣∣∫
A

σ

∣∣∣∣ ,
wobei

σ :=

n∑
i=1

(−1)i−1xi
‖x‖n

dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn.



Hausaufgabe 11.1 [Forster, Aufgabe 20.5] Sei M ⊆ Rn eine Hyperfläche. Es
gebe eine stetige Abbildung ν : M → Rn, so dass

ν(p) /∈ TpM

für alle p ∈M . Man zeige, dass M orientierbar ist.

Hausaufgabe 11.2 Sei C ⊆ R3 die Ellipse ist, die durch die Gleichungen x2

4 +
y2

9 = 1, z = 1 bestimmt wird. Orientieren Sie C so, dass der Vektor (0, 1, 0)t eine
positiv orientierte Basis von T(2,0,1)C ist. Berechnen Sie das Integral∫

C

(x+ z) dx+ (x− y) dy + x dz

sowohl direkt als mit Hilfe von dem Satz von Stokes.

Hausaufgabe 11.3 Betrachten Sie den Zylinder

C = {x ∈ R3 : x21 + x22 = 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}.

Orientieren Sie C, so dass das Normalenfeld

ν : x 7→ (x1, x2, 0)

positiv ist. Seien

S+ = {x ∈ R3 : x21 + x22 = 1, x3 = 1} und S− = {x ∈ R3 : x21 + x22 = 1, x3 = 0}.

Bemerke, dass ∂C = S+ ∪ S−. Versehen Sie S± mit die von C induzierte Oreintie-
rung. Bestimmen Sie das Integral∫

S+

zy2 dx+ sin(z)xy dy

sowohl direkt als mit Hilfe von dem Satz von Stokes.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 29.1.2021, 9 Uhr via Panda.


