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12. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Prisenzaufgabe 12.1 Bestimmen Sie die Allgemeine Losung der folgenden Dif-
ferentialgleichungen.

dy
— = 2y +t.
(a) — y+
d
b) L=y, y>o.
dt
Lésung

(a) Wir betrachten den Ansatz y(t) = e=2'c(t). Es gilt

dy(t) —2t _gp de(t) _opde(t)
A ; S — oyt
o e “e(t) +e i y(t) +e o
Es folgt
_op de(t)
2t _
c dt

Die Funktion ¢ — $e% (2t — 1) + ¢ ist eine Stammfunktion von ¢ — e?'t fiir alle
c € R. Es folgt, dass
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YRR ce™ %t (c €R)
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die Allgemeine Losung ist.

(b) Wir verwenden die Methode der Trennung der Verdnderlichen. Es gilt

t Yy 1
2t2—2t§:/ 4:z:das:/ ﬁdx:2\/§—2\/y>o.

to Yo

Es folgt
2

y(t) = (2 —t5 + /%)
Die Funktion y : t — (2 + ¢)? erfiillt nur dann die Differentialgleichung, wenn
t2 + ¢ > 0. Weiter ist y(¢) = 0 eine Losung. Wir bekommen damit die folgende
Losungen:

y(t) = (* +c)?

mit ¢ > 0 und

(0 t € (—00,/d]

y(t) = { (2 + ¢)2, §t € (v/e,0)) )
B 0 te [_ C,OO)

y(t) = { (2 + ¢)2, Et (—o0, \/)5)

mit ¢ <0 und y = 0.



Prisenzaufgabe 12.2 Bestimmen Sie die Losung der folgdenden Anfangswert-
probleme

dy

() o5 =ty+1 yl)=ve

d _
(b) S =€, y(2)= -1,

(a) Wir verwenden die Methode der Variation der Konstanten. Wir machen dazu
den Ansatz y(t) = e2' c(t). Es gilt

dy(t 1,2 de(t 1,2de(t
TR ——
Es folgt
;thC(ﬂ
9
ST
und damit

t
c(t) = / e 2% ds+d.
1
fiir ein d € R. Wir schlieflen, dass y gegeben wird durch
1,2 t 1.2 1,2
y(t) = ez’ / e 2% ds+ dez"".
1

Die Anfangswertbedingung impliziert d = 1.

(b) Wir setzen z =y — t ein. Es gilt

dz dy
— = — — 1 = y_t —_— 1 = z 1.
at  dt ¢ ‘
Bemerke, dass
d 1
— (=1 —1) = — o log(cft)'
gi( loslc—1) = =e

Wir machen jetzt den Ansatz z(t) = —log(c(t) — t). Es gilt

dz(t)  1—-c(t)
dt c(t)—t’

Es folgt, dass c¢(t) die Differentialgleichung ¢/(t) = c(t) — ¢ erfiillt. Mit der
Methode der Variation der Konstanten folgt

c(t) =de' +t+1

mit d € R. Es folgt
2(t) = —log(de® + 1)

und
y(t) =t — log(de’ +1).

Weil y(2) = —1, gilt d = e — e 2.

Priasenzaufgabe 12.3 Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems in

(e () w-(2).



Es gilt
(10)
10 sh(¢ inh(¢
€ - < (s:?nhgt)) (Szosh((tg ) (t€R).

Wir beniitzen die Methode der Variation der Konstanten und machen den Ansatz

0= (Sl comn) )

Es gilt
mE=(1 ) (Sl Wb )0+ 2 )eo
(38 )uor+ (s Yot
Es folgt |
(S i )eo=(7)
und damit

) = cosh(t)  —sinh() 0\ [ —tsinh(?)
cw=A - sinh(¢)  cosh(t) t )\ tcosh(¢)
Die Funktionen ¢ — —t cosh(t) + sinh(¢) + d; und ¢ — ¢sinh(¢) — cosh(t) + da, mit

dy,dy € R, sind Stammfunktionen von ¢ — —tsinh(¢) und ¢ — tcosh(¢). Darum
folgt

cosh(t) sinh(t) —tcosh(t) + sinh(t) + d
y(t) = ( sinh(t) cosh(t) > ( tsinh(t) — cosh(t) +d21 >

=t n cosh(t) sinh(¢) dq
-1 sinh(¢) cosh(t) dy
Die Anfangswertbedingung impliziert d; = 2 und ds = 1. Die Losung ist damit

—t + 2 cosh(t) + sinh(t)
y(t) = ( —1 + 2sinh(¢) + cosh(t) )



