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13. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Priasenzaufgabe 13.1 Betrachten Sie die Differentialgleichung

my" (1) + ey’ (t) + ky(t) = fe™, (1)
wobei m, ¢, k, f,w reelle Konstanten sind. Beschreiben Sie die Lésungen. Was pas-
siert, wenn ¢ = 0 und k = mw??

Losung: Nach dem Satz von Picard-Lindel6f wird jede Losung von eindeutig von
den Anfangswerte bestimmt, das heifit eine Losung y(t) wird durch y(0) und y’(0)
bestimmt. Dies gilt auch fiir die homogene Differentialgleichung

my” (t) + ey’ (t) + ky(t) = 0. (2)

Sei y, eine Lésung von . Dann ist y genau dann eine Lésung von (1)), wenn
Yn = Y — Yp eine Ldsung von ist.
Wir bestimmen zuerst die Lésungen von . Wir machen den Ansatz y(t) = e,
Es gilt
my” (t) + ey (t) + ky(t) = (mA? + A+ k)eM

Wir definieren das Polynom
P(z) = ma® + cx + k.

Es folgt, dass t + e genau dann eine Losung von ist, wenn P(\) = 0. Die
Nullstellen von P sind

A —cEt V2 —4dmk
+ = .
2m

Wir nehmen zuerst an, dass Ay # A_. Da die Losungsmenge von eine 2-
dimensionale Vektorraum ist, werden alle Losungen von gegeben durch

yn(t) = CreMt 4 C_ert  (C1 € Q).
Nehme, jetzt an, dass Ay = A_ =: X, dass heiBt ¢ = 4mk und A = —5%. Dann
2 d
ﬁt@‘ + c%teA + kte = (mA® + e + k)teM + (2mA + c)eM =0.
Die Losungen von sind darum

yn(t) = CreM 4 Cyote*  (C15 € C).

m

Jetzt bestimmen wir eine Losung y = ¥, von . Wir machen den Ansatz
y(t) = Ce™t. Es gilt

my" (t) + cy' (t) + ky(t) = C( — mw® +icw + k)e™" = CP(iw)e™".

Wenn P(iw) # 0, dann ist y,(t) = P(ll.w) et eine Losung. Wenn P(iw) = 0, dann
machen wir den Ansatz y(t) = Cte’!. Es gilt
my" (t) + cy' (t) + ky(t) = C( — mw?t + 2imw + ¢ + ictw + kt)e™"
= C(P(iw)t + P'(iw))e™" = CP'(iw)e™".



Wenn P’ (iw) # 0, dann ist y,(t) = %temt eine Losung von . Wenn P(iw) =
P’(iw) = 0, dann machen wir den Ansatz y(t) = Ct?e™t. Es gilt

my” (t) + ey’ (t) + ky(t) = C( — mw?t® + dimwt + 2m + icwt® + 2ct + k)e™"
= C(P(iw)t* + P'(iw)t + 2m)e™" = 2Cme"t.

In diesem Fall ist y,(t) = 5™ eine Losung von .
\/E ==X und P(iw) = 0,

m

Wenn ¢ = 0 und k¥ = mw? > 0, dann gilt A, =i
aber P’(iw) = imw # 0. Die Losungen von (1) werden gegeben durch
t
Tmw

y(t) = CoeVi 4 eV 4

et (Cy €.



