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1. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Priasenzaufgabe 1.1 Es sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und ¢ :
X — Y eine surjektive Abbildung. Sei

T={ACY :q '(A) ist offen in X}.

(a) Zeigen Sie, dass T eine Topologie auf Y ist. Diese Topologie wird die Quotien-
tentopologie genannt.

(b) Sei G = GL(2,R) versehen mit der iiblichen Topologie und

H:{(é Z);b,deR,d;éo}.

Sei e; = (1,0)! € R2. Zeigen Sie, dass H eine abgeschlosse Untergruppe von G
ist und he; = e fiir alle h € H. Zeigen Sie, dass

f:G/H = R*\ {0}, g¢gH — ge;
eine Bijektion ist.

(c) Betrachten Sie die Quotientenabbildung ¢ : G — G/H. Sei T die Quotien-
tentopologie auf G/H, und sei 7' die Topologie auf R? \ {0}, sodass f ein
Homoéomorphismus ist. Zeigen Sie, dass 7" die iibliche Topologie auf R? \ {0}
ist.

Lésung:

(a) Sei I eine Menge und sei (A;);cs eine Familie von Teilmengen in 7. Es gilt
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Da die Topologie auf X stabil ist unter beliebige Vereinigungen und endliche
Schnitte, folgt, dass auch 7T stabil ist unter beliebige Vereinigungen und endliche
Schnitte. Weiter sind () und X offene Mengen beziiglich der Topologie auf X
und darum (,Y € T. Es folgt, dass T eine Topologie auf Y ist.

(e a)(o)=(5)

(b) Es gilt



Sei g € G. Es folgt, dass genau dann ge; = e; gilt, wenn g € H. Insbeson-
dere sehen wir, dass H die Stabilisatoruntergruppe von e; in G ist. Fiir die
Abgeschlossenheit betrachten wir die Abbildung

¢:G—>R2\{0}, g gey.

Es gilt H = ¢~'({e1}). Da ¢ stetig und {e;} abgeschlossen ist, folgt, dass
H abgeschlossen ist. Zum Schluss zeigen wir, dass f eine Bijektion ist. Wenn
g1,92 € G und g1e; = goeq, dann gilt 92_19161 = e7 und damit g{lgl € H. Es
folgt, dass f injektiv ist. Wenn (z,y)* € R? \ {0}, dann

(:v—y)(l) (x) ](x —y> G.
y x 0 Yy y x
Es folgt, dass f surjektiv ist.

(¢) Weil f ein Homdomorphismus ist, ist 7’ die Quotientopologie beziiglich der
Abbildung f. Da T die Quotientopologie beziiglich der Abbildung ¢ ist und

g H(fTHA) = (Fo™H(A)  (ACR*\{0}),
folgt, dass 7' die Quotiententopologie beziiglich der Abbildung f o g = ¢ ist.
Sei A C R?\ {0}. Es gilt genau dann A € T”, wenn

rw{(z 8)eor(2)e

offen in G ist. Da ¢ stetig beziiglich der metrischen Topologie auf R? \ {0} ist,
ist 971(A) offen in G, wenn A metrisch offen ist. Es folgt, dass die metrische
Topologie auf R? \ {0} in 7’ erhalten ist. Fiir die andere Inklusion betrachten
wir die Abbildung

p: R =~ Maty 5(R) — R?, (c d)H(C)

Es ist einfach zu sehen, dass diese Abbildung offen ist, d.h. offene Teilmengen
auf offene Teilmengen abbildet. Da G eine offene Teilmenge von Mats 2(R) ist,
sind die offene Teilmengen von G genau die in G erhaltene offene Teilmengen
von Matg 2(R). Es folgt, dass ¢ = p‘ o eine offene Abbildung beziiglich der
metrischen Topologie auf R? \ {0} ist und damit, dass

A=¢(o7H(4)
metrisch offen ist, wenn ¢~1(A) offen in G ist. Dies zeigt, dass 7" in die metrische
Topologie auf R? \ {0} erhalten ist.
Priasenzaufgabe 1.4 Sei X eine iiberabzihlbare Menge und
A:={E C X : E ist abzéhlbar, oder E° ist abzihlbar}.
(a) Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra ist.
(b) Sei p: A — {0,1} gegeben durch

(E) = 1, FE¢ ist abzdhlbar,
ME)=19 0, E ist abzihlbar.

Zeigen Sie, dass p ein MaB auf X ist.



Lésung:

(a)

Da () abz#hlbar ist, gilt ) € A. Sei (A4,)nen eine Familie von Mengen in A.
Jede abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen ist abzédhlbar. Wenn alle A,
abzdhlbar sind, dann ist auch J,,.y A, abzdhlbar und damit enthalten in A.
Wenn es ein k € N gibt, sodass A} abzéhlbar ist, dann ist das Komplement von
Unen An enthalten in A7 und damit abzéhlbar. In beide Fille gilt

U A, € A.
neN
Es ist klar, dass A stabil ist unter Komplementen.

Da ) abzéhlbar ist, gilt u(0) = 0. Sei (A,,)nen eine Familie disjunkter Mengen

in A. Wenn alle A,, abzéhlbar sind, dann ist | J,, .y An abzéhlbar und gilt

N(U An> =0="> p(A).

neN neN

Wenn es ein k£ € N gibt, sodass Af abzéhlbar ist, dann gilt fiir alle 7 € N mit
J#Fk

X =0°=(A;NA)°" = Aj U Aj
Da X iiberabzéhlbar ist, ist auch A§ iiberabzéhlbar und es folgt, dass A;
abzéhlbar ist. Darum gilt

z (U An> = 1= (A + 3 plAn) = Y (A,
neN neN neN
n#k

Dies beweist, dass u ein Maf ist.



