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4. Übungsblatt
Ausgewählte Lösungen

Präsenzaufgabe 4.4 Beweisen Sie das Lemma von Fatou: Sei (X,M, µ) ein Maß-
raum. Für jede Folge (fn)n∈N nichtnegativer, meßbarer Funktionen fn : X → [0,∞]
ist die Funktion

f : X → [0,∞], x 7→ lim inf
n→∞

fn(x)

meßbar und gilt ∫
X

fµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fnµ.

Lösung: Für n ∈ N definieren wir die Abbildung

gn : X → [0,∞], x 7→→ inf
k≥n

fk(x).

Nach Satz 1.4.27 sind sowohl die Abbildungen gn, als den punktweise Limes

f = lim inf
n→∞

fn = lim
n→∞

gn,

meßbar. Da die Folge (gn)n∈N aufsteigend ist, gilt nach der Satz über monotone
Konvergenz (Satz 1.5.12) ∫

X

fµ = lim
n→∞

∫
X

gnµ.

Wenn k ≥ n, dann gn ≤ fk. Es folgt∫
X

gnµ ≤
∫
X

fkµ (k ≥ n)

und damit ∫
X

gnµ ≤ inf
k≥n

∫
X

fkµ.

Wir folgern ∫
X

fµ = lim
n→∞

∫
X

gnµ ≤ lim
n→∞

inf
k≥n

∫
X

fkµ = lim inf
n→∞

∫
X

fnµ.

Präsenzaufgabe 4.5 [Soergel Übung 1.6.16 (Integrale unter Bildmaßen)] Sind
φ : X → Y eine meßbare Abbildung von Meßräumen, µ ein Maß auf X und f :
Y → R eine meßbare Abbildung, so ist f integrierbar in Bezug auf φ∗µ genau dann,
wenn φ∗f := f ◦ φ integrierbar ist in Bezug auf µ, und unter dieser Voraussetzung∫

Y

f(φ∗µ) =

∫
X

φ∗fµ.

Lösung: Wenn A ⊆ Y meßbar ist, dann gilt 1φ−1(A) = φ∗1A und damit∫
Y

1A(φ∗µ) = (φ∗µ)(A) = µ
(
φ−1(A)

)
=

∫
X

1φ−1(A)µ =

∫
X

(φ∗1A)µ.



Wegen Linearität gilt ∫
Y

ψ(φ∗µ) =

∫
X

(φ∗ψ)µ

für alle meßbare Stufenfunktionen ψ auf Y .
Sei g : Y → [0,∞] eine Meßbare Abbildung. Nach Lemma 1.5.15 gibt es eine

monotone Folge (ψn)n∈N meßbarer nicht-negativer Stufenfunktionen, die punktweise
gegen g konvergiert. Aus der Satz über monotone Konvergenz (Satz 1.5.12) folgt∫

Y

g(φ∗µ) = lim
n→∞

∫
Y

ψn(φ∗µ) = lim
n→∞

∫
X

(φ∗ψn)µ =

∫
X

(φ∗g)µ.

Wenn f : Y → R eine Meßbare Abbildung ist, dann ist |f | meßbar und nicht-
negativ. Darum gilt ∫

Y

|f |(φ∗µ) =

∫
X

(φ∗|f |)µ =

∫
X

|φ∗f |µ.

Es folgt, dass |f | genau dann integrierbar bezüglich φ∗µ is, wenn |φ∗f | integrierbar
bezüglich µ ist. Seien f+, f− : Y → [0,∞) die Abbildungen, sodass f = f+ − f−.
Dann sind f+ und f− meßbar und nicht-negativ und darum∫
Y

f(φ∗µ) =

∫
Y

f+(φ∗µ)−
∫
Y

f−(φ∗µ) =

∫
Y

(φ∗f+)µ−
∫
Y

(φ∗f−)µ =

∫
Y

(φ∗f)µ.


