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6. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 6.1 Sei (X, u) ein Mafiraum. Sei 1 < p < oo und ¢ = p%'

(a) Zeigen Sie, dass es fiir alle f € LP(X) ein g € L9(X) gibt mit ||g|l; = 1 und

1 £ll, = ‘/X fgu’-

Nehmen Sie dazu an, dass ||f||, # 0 und betrachten Sie einen Repréisentanten
¢ von f sowie die Abbildung

Tiipaasli
P

(¢(x) # 0),
x: X—=C, zw— (@)

(b) Beweisen Sie, dass die Menge

A{‘Lfgu\:geLq<X>,||g||ql}

ein Maximum besitzt und
[ £l = max A.

(¢) Fir f € LP(X) definieren wir
Ly:LY(X)—C, g»—>/ fogu.
X

Beweisen Sie, dass fiir jede f € LP(X) die Abbildung LP(X) ein stetiges lineares
Funktional auf L(X) ist. Zeigen Sie, dass die Operatornorm von L gleich || f||,
ist.

Priasenzaufgabe 6.2 Sei G = {<I>t 1t e ]R} eine glatte Einparametergruppe von
Diffeomorphismen auf R", d.h. fiir jede t € R ist ®; : R® — R" ein Diffeomorphis-
mus, sodass
by =1d
und
q’sO‘I’th’ert (S,tER),

und die Abbildung

RxR" = R" (t,z) — D(x)

glatt ist. Sei ¢ : R® — R"™ das Vektorfeld, das zu G gehort, d.h. das Vektorfeld,
sodass
3t<1>t(x) = (b o (bt(.')f) (t S R7.’17 € Rn).



(a) Sei K eine kompakte Teilmenge von R™ und f : R™ — R eine glatte Abbildung.
Beweisen Sie die Identitét

d

dt Jo, 0 f(z)dz = [MK) (Df(fc)¢(x) + f(x)div¢(x)> de.

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen dquivalent sind.

(i) Das Lebesguemaf ist G-invariant.
(ii) vol, (®4(K)) = vol, (K) fiir alle kompakte Teilmengen K von R™.
(iii) dive = 0.

Prasenzaufgabe 6.3 Sei A € Mat,, ,,(R) eine symmetrische positiv definite Ma-

trix. Zeigen Sie, dass
/ 67%<a:,A:v) do = (271—) 2
n Vdet A




Hausaufgabe 6.1 (Soergel, Ubung 2.2.20) Man gebe eine quadratintegrierbare
Funktion f : R — R an, die nicht integrierbar ist. Man gebe eine integrierbare
Funktion f : R — R an, die nicht quadratintegrierbar ist. Man zeige, daf} jede
quadratintegrierbare Funktion f : R — R mit kompaktem Tréger integrierbar ist.

Hausaufgabe 6.2 Beweisen Sie: Fiir jeden Mafiraum X ist der normierten Vek-
torraum L (X)) vollstindig. Jede konvergente Folge in L>°(X) besitzt des weiteren
eine Teilfolge, die fast iiberall punktweise gegen die Grenzfunktion konvergiert.

Hausaufgabe 6.3 (Soergel, Ubung 2.3.13) Ist (X, ) ein Mafiraum und E C X
eine mefibare Teilmenge endlichen Mafles, so liefert fiir alle p € [1,00] die Ein-
schrinkung von Funktionen eine stetige Abbildung LP(X) — L*(E).

Hausaufgabe 6.4 Sei A\ das Lebesguemafl auf Mat,, ,(R) und sei GLn,R) C

Mat,, »,(R) die Gruppe aller Matrizen A mit det(A) # 0. Bestimmen Sie eine Ab-
bildung f : GL(n,R) — (0, 00), sodass das Maf ;1 gegeben durch

w(A) = / fA (A C GL(n,R) Lebesgue-messbar)
A

GL(n,R)-invariant ist. Hinweis: Betrachten Sie [ , f X fir g € GL(n,R).

g

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 11.12.2020, 9 Uhr via Panda.



