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6. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Hausaufgabe 6.2 Beweisen Sie: Fiir jeden Mafiraum X ist der normierten Vek-
torraum L (X)) vollstindig. Jede konvergente Folge in L>°(X) besitzt des weiteren
eine Teilfolge, die fast iiberall punktweise gegen die Grenzfunktion konvergiert.

Lésung: Sei (X, M, u) einen Mafiraum und seien f,, : X — C mefibare und be-
schrénkte Reprisentanten der Glieder einer Cauchy-Folge (¢, )nen in L (X). Fur
m,n, k € N definieren wir

Aty i {2 € X310~ o) = 1.

Die Mengen A}, sind Urbilder von meBbare Funktionen und damit mefbar. Da

die f,, Représentanten der Glieder einere Cauchy-Folge sind, gibt es fiir jede k € N
ein Ni € N, sodass p(AF, ) = 0 fiir alle m,n > Nj. Sei

A=) U 4.

keN m,neN
m,n>Ny,

A ist die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen und damit selbst mefibar und
eine Nullmenge. Setze X° = X \ A. Fiir jede z € X° gilt

|fr(x) — fin(2)] < % (n,m,k € N mit n,m > N). (1)

eine Cauchy-Folge in C. Insbesondere ist

Fiir jede x € X° ist die Folge (fn(x))neN

die Folge konvergent. Wir definieren
lim f,(z) (ze€ X°),
n—oo
f: X—=>C, z~—
0 (xe A=X\X°).

Aus (1) folgt, dass die Folge ( f”)n N uniform auf X° gegen f konvergiert. Nach

Satz 1.4.27 ist f|X° mefibar. Da A = X \ X° auch mefibar ist, folgt, dass f mefbar
ist. Es gilt

sup |£(@)] < (sup 17(2) = fal@)]) + ( sup |faw)])-
reX° reX° yeXe
Da die Funktionen f, beschrinkt sind, gilt fiir hinreiched grofie n € N

sup [f(z)| = sup [f(z)] <1+ sup [fu(y)] < oo
reX zeX° yeXe

Es folgt, dass die Funktion f einen Repriisentanten von einem Element ¢ € L>°(X)
ist. Zum Schluf, sei € > 0. Wenn n € N so grof} ist, dass

sup |f(z) — fu(z)] <

zeXo



dann folgt aus p(A) =0,

6 = @nlloe = sup{e> 0: p({w € X :|f(2) ~ ful@)| > }) >0}

:sup{czO:u({xeXo D f(@) = fala)] > c}) >O} <e

Hausaufgabe 6.3 (Soergel, Ubung 2.3.13) Ist (X, ) ein Mafiraum und E C X
eine meBbare Teilmenge endlichen MafBes, so liefert fiir alle p € [1,00] die Ein-
schrinkung von Funktionen eine stetige Abbildung LP(X) — L*(E).

Lésung: Sei ¢ € LP(X) und sei f einen mefibaren Reprisentanten von ¢. Setze
f(z)

g: X—-C, z~— |f(2)]

0 (f(z) =0oder z ¢ E).

(f(z) #0und z ¢ E)

Sei g = ﬁ. Es gilt

/ 97 = / p < p(E) < oo.
X E\f~1({0})

Dies zeigt, dass g einen Représentanten von einem Element ¢ € L4(X) ist. Nach
der Hélder Ungleichung ist ¢t € L(X) und

H¢>Ilpll¢||qE/EWu:/Efgu:/Elf\u:/Elcé\u-

Es folgt, dass ¢|E € L'(E) und

6] gllzr ey < llolplelly < u(E) (6],

Dies beweist, dass die Abbildung L?(X) — LY(E), ¢ — ¢|E stetig ist.



