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6. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Prasenzaufgabe 6.2 Sei G = {<I>t 't e ]R} eine glatte Einparametergruppe von
Diffeomorphismen auf R™, d.h. fiir jede ¢ € R ist ®; : R™ — R" ein Diffeomorphis-

mus, sodass
by =1d

und
q)so(pt:q)s—l—t (S,tGR),
und die Abbildung
RxR" = R", (t,z) = Py(x)

glatt ist. Sei ¢ : R® — R™ das Vektorfeld, das zu G gehort, d.h. das Vektorfeld,
sodass
0P () = ¢ o Py(x) (teR,zeR").

(a) Sei K eine kompakte Teilmenge von R™ und f : R™ — R eine glatte Abbildung.
Beweisen Sie die Identitét

d

dt o, (K) J(w)de = Lt(K) (Df(x)¢(z) + f(x)div¢(x)> dx.

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen dquivalent sind.

(i) Das Lebesguemaf ist G-invariant.
(ii) vol, (®.(K)) = vol, (K) fiir alle kompakte Teilmengen K von R™.
(iii) dive = 0.
Lésungen:

(a) Die Transformationsformel liefert
I(t) := / fla)dz = / f(®i(z))|det DOy (x)| da.
q’t(K) K

Da K kompakt und die Integrant glatt in ¢ und z ist, sind die Bedingungen in
Ubung 1.6.15 im Skript von Soergel erfiillt. Es folgt, dass ¢ — I(t) glatt ist und

d 0
SI() = /K§<f(¢>t(a:))|detD‘I>t(x)|) dz.
Bemerke, dass det D®,(x) # 0 fiir alle (¢,2) € RxR™. Da det D®y = detId =1
folgt D®;(x) > 0 fiir alle (¢,2) € R x R™. Weil

0

2 F(@4(2) = DF(@4(2)6 (@ (a))



und

0 0
En det D®,(z) = s det D®y, () .
0
= - det DO, (@(2)) det Dy(x) ’s=o
= trD¢(Py(z)) det DDy ()

= dive(®y(x)) det Dy (),
gilt
d
a[(t) = /K Df(®(2))d(Pi(x)) det DBy (z) + f(P¢(z))trDe(Py(x)) det DPy(z) d
— [ Di@oe) + fa)rDo(o) de
@ (K)
Fiir die zweite Gleichheit haben wir die Transformationsformel nochmals ver-

wendet.

Wir setzen fiir f die konstante Funktion 1 ein und bekommen.

d .
ol (®4(K)) = /@ - dive(x) da. (1)

(1) = (i7) : Kompakte Mengen sind mefibar. Nach Annahme ist das Lebesgue-
mafl G-invariant. Darum gilt

vol,, ((I)t(K)) = vol, (K) (t € R, K C R" kompakt).

(#9) = (4i7) : Wenn dive # 0, dann gibt es ein € > 0 und einen abgeschlossenen
Ball B, sodass |divg(z)| > € fir alle z € B. Dann gilt

’/Bdiwb(x) dz| > evol,(B).

Dies ist im Widerspruch zu (1). Es folgt dive = 0.

(i4i) = (i) : Nach (1) gilt vol, (;(K)) = vol,(K) fiir alle ¢ € R und kompakte
Teilmengen K C R™.

Sei A C R™ mefbar. Jede kompakte Teilmenge von ®;(A) is der Form &,(K)
mit K C A kompakt. Nach Satz 1.1.28 gilt

vol,(A) = sup vol,(K)= sup vol,(®(K))= sup vol,(K)

KCA KCA KC®.(A)
K kompakt K kompakt K kompakt
= VOln (q)t (A)) .

Es folgt, dass das Lebesguemafl G-invariant ist.

Prisenzaufgabe 6.3 Sei A € Mat,, ,(R) eine symmetrische positiv definite Ma-
trix. Zeigen Sie, dass

_l(%Ax) . (27‘1’)%
e 2 dr =
/n vdet A

Losungen: Da A symmetrisch ist, gibt es eine orthonormale Basis vq,...,v, von
Eigenvektoren von A. Wirs schreiben Aq, ..., A, fiir die Eigenwerten von vy, ..., v,.



Da A positiv definit ist, sind alle Eigenwerten A; > 0. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit diirven wir annehmen, dass A; die kleinste Eigenwert ist. Dann

0 < e 3(®A2) < =3l (z € R™).

Weil 2 s e~ Mell? integrierbar ist fiir alle A > 0, ist auch x — e~z (w.Az) integrierbar.
Aus dem Satz von Fubini folgt

_1 =35 Adllwl?
/ e 3 (=, Az) dCE:/ / e 3 2ier Aillzll dl’n dl’1
Rn Rvy Rvy,
n
1y 2
= </e 3w dx)
i1 R



