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7. Ubungsblatt

Priisenzaufgabe 7.1 Es sei (X, M) ein Messraum sowie p und v zwei Mafle auf
X. Das Maf3 v heiflt absolut stetig beziiglich u, in Zeichen v < pu, wenn jede p
-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

(a) Sei f: X — R>( eine nicht-negative mefibare Funktion. Beweisen Sie, dass

V:M%Rzo, Al—>/fu
A

ein Mass ist. Beweisen Sie, dass v absolut stetig beziiglich u ist.

Ziel dieser Aufgabe ist die Umkehrung dieser Aussage zu beweisen: der Satz von
Radon-Nikodym. Der Satz lautet wie folgt. Sei p ein o-endliches Mafl auf dem
Messraum (X, M) und sei v ein o-endliches Maf}, welches absolut stetig beziiglich
p ist. Dann existiert eine nicht-negative messbare Funktion f : X — R>g, sodass

)= [ 1o (aem)

Ist f’ eine weitere Funktion mit dieser Eigenschaft, so stimmt sie p -fast iiberall mit
f iiberein.
Nehmen Sie zuerst an, dass p und v endliche Mafle sind.

(b) Betrachten Sie den Hilbertraum H = L?(X, u + v), sowie die Abbildung

I:H—R, ¢r—>/¢u
X

Beweisen Sie, dass [ ein stetiges lineares Funktional auf H ist.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von dem Darstellungssatz von Riesz, dass es ein g € H
gibt, sodass

I(¢):/Xg¢(u+l/) (6 € H).

(d) Beweisen Sie, dass p-fast iiberall g > 0 gilt. Folgern Sie, dass auch v-fast iiberall
g > 0.

(e) Sei x : X — Ry einen Repriisentanten von g. Betrachten Sie die Abbildung

1—x(@)

f:X—>R, z+— @

Zeigen Sie, dass f meflbar ist und beweisen Sie die Identitéat

V(A)=/Afu (AeM).

(f) Beweisen Sie, dass f p-fast iiberall nicht-negativ ist.



(g) Beweisen Sie die Eindeutigkeit: Ist f’ eine weitere Funktion mit der Eigenschaft
W)= [ Fu @aem,
A

so stimmt f’ u -fast iiberall mit f {iberein.

Jetzt beweisen wir den Satz von Radon-Nikodym im allgemeinen Fall, wobei p und
v g-endlich, aber nicht notwendig endlich, sind.

(h) Zeigen Sie, dass es fiir jede F € M mit u(F),v(E) < oo eine nicht-negative
meflbare Funktion fg gibt, mit

V‘E‘(A):/AfE'u‘E (Ae M;ACE).

(i) Seien Eq, Ey € M mit p(E12),v(E12) < co. Zeigen Sie
fE1|EmE2 = fE2|E10E2 'LL|E1QE2 — fast iiberall.

(j) Folgern Sie den Satz von Radon-Nikodym.



Hausaufgabe 7.1 Sei (X, M) einen Mefiraum. Eine Abbildung v : M — C heifit
ein komplexes Maj falls
v(@) =0 (1)

und

3 w(Aw)| < oo und y( || Ak) =3 u(4) 2)
k=1

keN k=1

fiir alle Folgen (Ag)ren von paarweisen disjunkten mefBbaren Teilmengen von X.

(a) Sei v ein komplexes Maf} auf X. Zeigen Sie, dass es Mafle vy, s, v3, 14 auf X
gibt, sodass

v(A) =1v1(A) — va(A) +ivs(A) —iva(A) (AeM).
Hinweis: Sie diirven benditzen, dass es ein endliches Maf$ |v| gibt mit
w[(A) = v(A)]  (AeM).

Ein Beispiel ist die sogenannte totale Variation von v, welche fir A € M
gegeben is durch

V[(A) = sup Y V()

wobei das Supremum genommen wird iber alle Partitionen {E; : i € N} von A
mit E; € M fiir alle i € N. Die genannte Eigenschaften von |v| folgen aus die
Theorema 6.2 und 6.4 in das Buch Real and complex analysis von Rudin.

Betrachten Sie jetzt die Abbildungen

(lv|£Rev) : M =R und =(v|+Imv): M —R.

N =
N |

Sei i ein o-endliches Maf auf X . Ein komplexes Mafl v heifit absolut stetig beziiglich
u, wenn v(A) = 0 fiir jede p -Nullmenge A.

(b) Beweisen Sie den Satz von Radon-Nikodym fiir komplexe Mafe: Sei v ein komple-
xes Maf}, das absolut stetig beziiglich p ist. Dann existiert eine p-integrierbare
Funktion f: X — C, sodass

va) = [ o (aem)
Hinweis: Bemerken Sie, dass v(X) € C und damit |v(X)| < oo.

Hausaufgabe 7.2 Sei (X, M, u) ein endlicher Mafiraum. Sei 1 < p < oo und
q = ;5. Fir f € LP(X) sei

Ly:LY(X)—C, gr—>/ fau.
b's

In Prisenzaufgabe 6.1 ist bewiesen worden (sogar ohne die Endlichkeitsbedingung
auf 1), dass Ly ein stetiges lineares Funktional auf L?(X) ist. Ziel dieser Aufgabe
ist zu beweisen, dass die Abbildung ® : f — L eine Bijektion von L?(X) auf den
Vektorraum L7(X)" aller stetiger Funktionalen auf L(X) ist.

(a) Beweisen Sie, dass die Abbildung ® injektiv ist.



Betrachten Sie jetzt ein stetiges lineares Funktional T auf L(X).

(b)

(f)

Sei v : M — C gegeben durch
v(A) =T(1,).
Beweisen Sie, dass v ein komplexes Mafl auf X ist.

Beweisen Sie, dass es eine integrierbare Funktion f : X — C gibt, sodass

)= [ o aem)

Hinweis: Hausaufgabe 7.1.

Beweisen Sie die Identitat

T(9) = /X ofn  (beILx(X)).

Hinweis: Zeigen Sie erst die Identitdt fiir mefbaren Stufenfunktionen. Zeigen
Sie dann, dass es fiir jede ¢ € L°(X) es eine Folge (¢r)ren mefbarer Stufen-
funktionen gibt, sodass ¢r in L=°(X) gegen ¢ konvergiert. Beweisen Sie, dafi
or auch in LX) gegen ¢ konvergiert.

Sei n € N. Betrachten Sie
Ep:={ze X :|f(z)]| <n}
sowie die Funktion
F@If@)P2 (o€ By und f(x) £0),

(z ¢ E, oder f(z)=0).

Xn:X —>C, x+—

o

Zeigen Sie, dass x, € L*°(X) und

/En, IfIPp=T(xn) < lTHOp(/E” Fik N)é

Folgern Sie, dass f € LP(X).

Beweise Sie die Identitidt T = ®(f). Folgern Sie, dass ® surjektiv ist.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 18.12.2020, 9 Uhr via Panda.



