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7. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Prisenzaufgabe 7.1 Es sei (X, M) ein Messraum sowie p und v zwei Mafle auf
X. Das Mafl v heifit absolut stetig beziiglich p, in Zeichen v < pu, wenn jede pu
-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

(a) Sei f: X — R>q eine nicht-negative mefibare Funktion. Beweisen Sie, dass

v:M — Rsq, Ar—>/fu
A

ein Mass ist. Beweisen Sie, dass v absolut stetig beziiglich u ist.

Ziel dieser Aufgabe ist die Umkehrung dieser Aussage zu beweisen: der Satz von
Radon-Nikodym. Der Satz lautet wie folgt. Sei p ein o-endliches Mafl auf dem
Messraum (X, M) und sei v ein o-endliches Maf}, welches absolut stetig beziiglich
 ist. Dann existiert eine nicht-negative messbare Funktion f : X — R>g, sodass

)= [ Fu aem.

Ist f’ eine weitere Funktion mit dieser Eigenschaft, so stimmt sie p -fast iiberall mit
f tiberein.
Nehmen Sie zuerst an, dass ¢ und v endliche Mafe sind.

(b) Betrachten Sie den Hilbertraum H = L*(X, u + v), sowie die Abbildung

I:H—R, gbb—)/gbu
X

Beweisen Sie, dass I ein stetiges lineares Funktional auf H ist.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von dem Darstellungssatz von Riesz, dass es ein g € H
gibt, sodass

I<¢>>:/Xg¢>m+u> (6 € H).

(d) Beweisen Sie, dass p-fast iiberall g > 0 gilt. Folgern Sie, dass auch v-fast iiberall
g > 0.

(e) Sei x: X — Ryq einen Repriisentanten von g. Betrachten Sie die Abbildung

1 - x(z)

f: X—>R, z+—
x(@)

Zeigen Sie, dass f mefibar ist und beweisen Sie die Identitét

)= [ n o (aem)

(f) Beweisen Sie, dass f p-fast iiberall nicht-negativ ist.



(g) Beweisen Sie die Eindeutigkeit: Ist f’ eine weitere Funktion mit der Eigenschaft
V(A):/ fu (Ae M),
A

so stimmt f’ u -fast iiberall mit f {iberein.

Jetzt beweisen wir den Satz von Radon-Nikodym im allgemeinen Fall, wobei p und
v o-endlich, aber nicht notwendig endlich, sind.

(h) Zeigen Sie, dass es fiir jede E € M mit p(E),v(E) < oo eine nicht-negative
meflbare Funktion fgr gibt, mit
e = [ foul,  (Aemach)

(i) Seien Eq, E; € M mit p(En2),v(E1,2) < 0o. Zeigen Sie

fEl’ElﬁEQ = fE2|E1ﬁE2 N|E1QE2 — fast tiberall.

(j) Folgern Sie den Satz von Radon-Nikodym.
Lésung:
(a) Es gilt

v = [ ru=0

Sei (A,)nen eine Folge von paarweisen disjunkten mefibaren Teilmengen. Die

Folge (1Uff:1 Aﬂf) Nen ist aufsteigend. Nach Satz 1.5.12 gilt

I/( LéJNAn) = /X ngnoo 1Ufj=1 Anf,“f = ngnoo . 1Uf¥=1 An’fﬂ
N oo
= dm X ], Sr= 3

=1

(b) Offensichtlicht ist I linear. Weiter gilt

I(fb):'/XW’S/X|¢MS/X|¢|(M+V)=/X1)<I¢|(M+V)

Da (u+v)(X) < o0, ist 1x quadratisch integrierbar. Nach der Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung (oder Hélder-sche Ungleichung fiir p = ¢ = 2) gilt

/X Lx|o| (n+v) < 1x]lI4]l,

wobei || - || die Norm auf L?(X, u + ) bezeichnet. Es folgt, dass I stetig ist.

(c) Da I ein stetiges lineares Funktional auf dem Hilbertraum L?(X, u + v). Nach
den Satz von Riesz gibt es in ¢’ € L?(X, u + v) sodass

1(9) = /X Tou+v) (b€ LP(X, utv)).

Die gewiinschte Aussage folgt jetzt mit g = ¢’.



(d)

Fiir ¢ € L?(X, pu +v) gilt

/X¢u=f(¢)=/Xg¢(u+V)=/Xg¢u+/Xg¢v

/X9¢V=/X¢u—/xg¢u=/x(1—g)¢u~ (1)

Betrachte jetzt N = {z € X : g(z) <0}. Dal—g(z) > 1 fir z € N, gilt

0<uN) < [(-gitw= [ glxv= [ gv<o
X X N

Dies beweist, dass N eine pu-Nullmenge ist. Weil v absolut stetig beziiglich u
ist, gilt v(N) = 0. Es folgt, dass p-fast und v-fast iiberall g > 0.

und darum

Sei x : X — R+ einen Représentanten von g und

hiR>05R, om -2

T

Dann ist x mefibar. Die Abbildung h ist stetig und darum auch mefibar. Es
folgt, dass f := h oy meBbar ist. Sei A € M. Nach (1) gilt

I/(A)/XIAI//Xlelhu/X(l;g)lAu/Afu.

Sei ¥ einen Repriisentanten von f und

A={reX Yx)<0}={reX:x(z) >1}.
Dann ist A € M. Zu zeigen ist u(A) = 0. Bemerke, dass A die Vereinigung der
aufsteigende Folge (A4;,)nen mit

An::{xesz(:r)Zl—i-%}

ist. Darum gilt
H(A) = lim p(Ay).

n—oo

Es reicht zu zeigen, dass u(A,) = 0 fiir alle n € N. Es gilt

u(An):f(lAn):/XglAn(AHV):/ g(u+V)Z/ gu

n n

> (14 %)M(An).

Es folgt u(Ay) = 0.

Man kann die Funktion f ersetzen durch eine Funktion die iiberall nicht-negativ
ist.

Sei f’ eine weitere Funktion mit der Eigenschaft
W)= [ Fu aem.
A

Es gilt
/A(f—f’)u=0 (A€ M.



8)

Fiir n € N definieren wir A, := {z € X : f(z) — f/(z) > }. Bemerke, dass
(A,)nen eine aufsteigende Folge ist und

UAn={zeX:fz)>f(2)}=A
neN
Es gilt
0= [ (@ -r@)nz ud). (e
A

n

Es folgt pu(A,,) = 0 fiir alle n € N und damit p(A) = 0. Dies beweist, dass p-fast
iiberall f < f’. Wenn wir die Rolle von f und f’ verwechseln bekommen wir auf
gleiche Weise, dass u-fast iiberall f > f’. Es folgt, dass p-fast iiberall f = f’.

Sei £ € M mit p(E) = v(F) < oco. Die Maflen pu|g und v|g auf E sind endlich
und v|g ist absolut stetig beziiglich u|g. Nach (b) — (f) existiert eine nicht-
negative messbare Funktion fr : E — R>¢, sodass

Ve = [ fue  (AeMACE)
A
Ist f}; eine weitere Funktion mit dieser Eigenschaft, so stimmt sie u|gp -fast
iiberall mit fg iiberein.

Seien Ei, Es € M mit p(E2),v(E12) < oo. Die MaBen p|g, g, und v|g, g,
auf Fy N Ey sind endlich und v|g, g, ist absolut stetig beziiglich pg, ~g,. Fiir

/AfE1M =V|EnE,(A) = /AfEZM

Nach g gilt p|g, ng,-fast iiberall fg,|g,nE, = fE,|EiNE,-

Weil 4 und v beide o-endlich sind, gibt es Folgen (E,)nen und (F,)nen von
mefibare Mengen, sodass u(E,),v(F,) < oo fur alle n € N und

Wir setzen Gy, ., = E N F,. Dann gilt 4(Ghy ), ¥(Gin) < 00 und

U Gnn=x

m,neN

Nach (g) existiert fiir alle m,n € N eine nicht-negative messbare Funktion
fm,n : Gm,n — RZO, sodass

Ve, (A) = / il (A€M AC Con).
A

Die Eindeutigkeitsaussage aus (h) zeigt, dass es ein p-fast iiberall definierte
Funktion f : X — R, sodass fiir alle m,n € N plq,, ,-fast iiberall f|g, ., =
fmm- Die Mae v und M 3 A~ [, f pu sind gleich auf alle Mengen Gy, ,, mit
m,n € N. Nach Hausaufgabe 2.1 sind die beide Mafle gleich.



