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8. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Hausaufgabe 8.2 [Forster Aufgabe 18.2] Im R3 sei a die Kurve « : [0,27] — R3,
gegeben durch

: t
a(t) = (etsmt,t2 — 27t cos 5) (t €10, 27]).

Man berechne die Integrale

/(xd:c+ydy+zdz) und /zdy.
Losung: Sei f : R3 — R? gegeben durch
[l = 5@+ + ) (myzeR).
Dann

df (z,y,2) = xdx+ydy+ zdz (z,y,z €R).
Nach Forster §18, Satz 1 gilt

/ (zdx+ydy + zdz) = f(a(27)) — f(a(0)) = f(1,0,—1) — f(1,0,1) = 0.

Weiter gilt

2m
4
/zdy:/ cos (5)(2t727r)dt:716.
« 0

Hausaufgabe 8.4 [Forster Aufgabe 18.4] Sei U C R? ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet, a € U und w = fdx + gdy eine in U \ {a} stetig differenzierbare geschlosse-

ne Pfaffsche Form, deren Koeffizienten f und g beschrinkte Funktionen seien. Man
beweise, dass w eine Stammfunktion F' : U \ {a} — R besitzt, die sich stetig nach

U fortsetzen lasst.

Lésung: Wir behaupten, dass I(y) := f,y(f dx + gdy) = 0 fiir alle geschlossene

Kurven v in U \ {a}. Wenn + nullhomotop in U \ {a} ist, dann gilt I(y) = 0 nach
Satz 6 in Forster Analysis 3, §18. Sei v : [a,b] — U \ {a} eine geschlossene Kurve
die nicht nullhomotop in U \ {a} ist. Wenn r > 0 hinreichend klein ist, ist

B,:={zcR?: |z —a| <r}

ganz erhalten in U. Da U einfach zusammenhiingend ist, ist v homotop in U \ {a}
zu eine Kurve in B, \ {a}. Nach Satz 5 in §18 diirven wir ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit U ersetzen durch B,. Fiir 0 < € < 1 definieren wir die Kurve

Ye : a,0] = By \{a}, t— ey(t)+ (1 —¢€)a.



Dann ist 7. homotop zu v und darum gilt I(v.) = I(v) nach Satz 5. Da

b
=e| [ (PG + a0 o

/ (fd:c+gdy)‘

€

b b
§6||f||oo/ Ivi(t)ldtJrGHgHoo/ v5(t)] dt

gilt I(-y) = lim¢jo I(ye) = 0. Dies beweist die Behauptung.

Nach Satz 3 in Forster besitzt fdx+gdy eine Stammfunktion F : U \ {a} — R.
Es ist noch zu zeigen, dass F sich stetig nach U fortsetzten 14a83t.

Sei b € U\{a} und sei a : [0,1] — U eine Kurve mit a(t) € U\ {a} fiir t € (0,1),
a(0) =bund (1) = a. Wenn 0 < s; < s2 < 1, dann gilt nach Forster, §18, Satz 1

|F(a(51)) — F(OZ(SQ))| <

/52 (f(a(t))o/l(t) + g(a(t))o/z(t)) dt‘ (1)

S1

< (52 = 51) (/o + llgll) Sup I’ ()]]-

)

Sei (s,)nen eine Folge ist mit lim,,_,~ s, = 1. Es folgt aus (1), dass (F(a(sn)))neN
eine Cauchy-Folge und damit konvergent ist. Wir behaupten, dass F' sich stetig
nach U fortsetzen 148t durch F(a) := lim;, o (F (a(sn))) zu stellen.

Sei € > 0 und sei § > 0 mit

€

6([1Flloc + llglloc)

Sei z € U mit ||z —al < 6 und sei n € N mit |[F(a) — F(a(s,))| < § und
la(sn) —all < 6. Sei v : [0,1] — Bjs \ {a} eine Kurve mit v(0) = a(s,) und
v(1) = z. Well ||z — a(s,)]] < 2§, kann v so gewihlt werden, dass

1
/|wumm<3&
0

) = F(a(sn)) + F(a(sn)) — F(a))
) = F(a(sn)| +|F(a(sn)) — Fla)]

0 <

Dann gilt

|F(2) — F(a)| =

4\,\,\

n)
+[F(a(sn)) = F(a)|

1
€
< (IIflle + llgllo) ; IV @l dt+ 5

x+gdy

< €.

Es folgt, dass F' stetig ist.



