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INSTITUT FÜR MATHEMATIK

Prof. Dr. Bernhard Krötz, Dr. Job Kuit
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9. Übungsblatt
Ausgewählte Lösungen

Präsenzaufgabe 9.1 Gegeben sei ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektor-
raum V mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform t. Für eine orien-
tierte Basis v1, . . . , vn mit

|t(vi, vj)| =
{

0 (i 6= j)
1, (i = j),

sei
ω = ωt := v1 ∧ · · · ∧ vn

Man erklärt für jedes 0 ≤ p ≤ n den Hodge-∗-Operator

∗ = ∗t :
∧p

V →
∧n−p

V

durch die Formel
α ∧ ∗β = t(α, β)ω

(
α, β ∈

∧p
V
)
.

Hier ist t rechts zu verstehen als die Erweiterung der Bilinearform t auf p-Formen
durch

t
(
w1 ∧ · · · ∧ wp, w′1 ∧ · · · ∧ w′p

)
:= det


t(w1, w

′
1) t(w1, w

′
2) . . . t(w1, w

′
p)

t(w2, w
′
1) t(w2, w

′
2) . . . t(w2, w

′
p)

...
...

. . .
...

t(wp, w
′
1) t(wp, w

′
2) . . . t(wp, w

′
p)

 ,

für alle w1, . . . , wp, w
′
1, . . . w

′
p ∈ V .

(b) Beweisen Sie, dass der Hodge-∗-Operator ein linearer Isomorphismus
∧p
V →∧n−p

V ist.

(c) Zeigen Sie unter Annahme, dass t ein Skalarprodukt auf V ist, dass der Hodge-
∗-Operator die lineare Abbildung ∗ :

∧p
V →

∧n−p
V ist, die bestimmt wird

durch

∗
(
vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(p)

)
= sign(σ)vσ(p+1) ∧ · · · ∧ vσ(n) (σ ∈ Sn).

Zeigen Sie weiter, dass ∗(∗α) = (−1)p(n−p)α für alle α ∈
∧p
V .

Betrachten Sie eine offene Teilmenge U von Rn. Für jede p ∈ U versehen wir Tp(U)∗

mit dem standard Euklidischen Skalarprodukt. Wir definieren d∗ := ∗ ◦ d ◦ ∗ und
den Hodge-Laplace-Operator

∆ := d ◦ d∗ + d∗ ◦ d

(d) Zeigen Sie, dass ∆ p-Formen auf p-Formen schickt. Sei f : U → R eine C2-
Funktion. Beweisen Sie die Identität

∆f =

n∑
i=1

∂2i f.



Lösung:

(b) Für I ⊆ {0, . . . , n} definieren wir

vI = va1 ∧ · · · ∧ vam ,

falls I = {a1, . . . , am} mit a1 < a2 < · · · < am. Wir schreiben Ic für {1, . . . , n}\
I. Wenn I 6= J , dann I ∩ Jc 6= ∅ und damit vI ∧ vJc = 0. Weiter gilt vI ∧ vIc =
sign(σI)ω wobei σI ∈ Sn die Permutation gegeben durch

σI(i) =

{
ai 1 ≤ i ≤ |I|
bi−|I|, |I|+ 1 ≤ i ≤ n

ist, wobei a1 < a2 < · · · < a|I| die Element aus I und b1 < · · · < bn−|I| die
Elementen aus Ic sind. Wir haben jetzt die Identität

vI ∧ vJc =

{
sign(σI)ω (I = J)
0 (I 6= J)

(1)

für I, J ⊆ {1, . . . , n} mit |I| = |J | = p bewiesen.

Wir behaupten, dass die Abbildung∧p
V ×

∧n−p
V →

∧n
V, (α, β) 7→ α ∧ β (2)

nicht ausgeartet ist, d. h. es gibt für jede α ∈
∧p
V \ {0} ein β ∈

∧n−p
und für

jede β ∈
∧n−p

V \ {0} ein α ∈
∧p
V mit α ∧ β 6= 0. Wenn α ∈

∧p
V , dann ist α

eine Linearkombination der vektoren vI mit I ⊆ {1, . . . , n} mit |I| = p. Darum
können wir α schreiben als

α =
∑

I⊆{1,...,n}
|I|=p

cIvI .

Wenn cI0 6= 0, dann folgt

α ∧ vIc0 = cI0vI0 ∧ vIc0 = sign(σI0)cI0 6= 0.

Dies beweist die Behauptung, dass (2) nicht ausgeartet ist.

Weil (2) nicht ausgeartet ist, hat für jede ` ∈
(∧p

)∗ die Gleichung

α ∧ β = `(α)ω
(
α ∈

∧p
(V )
)

genau eine Lösung β ∈
∧n−p

V .

Wenn I ⊆ {1, . . . , n} und I = {a1, . . . , ap} mit a1 < a2 < · · · < ap, dann gilt

t(vI , vI) = det


t(va1 , va1 t(va1 , va2) . . . t(va1 , vap)
t(va2 , va1) t(va2 , va2) . . . t(va2 , vap)

...
...

. . .
...

t(vap , va1) t(vap , va2) . . . t(vap , vap)



= det


t(va1 , va1 0 . . . 0

0 t(va2 , va2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . t(vap , vap)


=

p∏
i=1

t(vaivai).

Weil |t(vaivai)| = 1, ist die rechte Seite gleich ±1.



Wenn I, J ⊆ {1, . . . , n} mit |I| = |J | = p und I 6= J , dan gibt es ein a ∈ I \ J .
Da t(va, vb) = 0 für alle b ∈ J , gibt es eine Nullspalte in die Matrix

t(va1 , vb1 t(va1 , vb2) . . . t(va1 , vbp)
t(va2 , vb1) t(va2 , vb2) . . . t(va2 , vbp)

...
...

. . .
...

t(vap , vb1) t(vap , vb2) . . . t(vap , vbp)

 ,

wobei a1 < · · · < ap und b1 < · · · < bp die Elementen aus I und J sind. Die
Determinante dieser Matrix ist darum gleich 0. Wir haben jetzt die Identität

t(vI , vJ) =


p∏
i=1

t(vaivai) (I = J)

0 (I 6= J)

(3)

für I, J ⊆ {1, . . . , n} mit |I| = |J | = p bewiesen.

Aus (1) und (3) folgt, dass für I ⊆ {1, . . . , n} mit I = {a1, . . . ap} und a1 <
· · · < ap,

∗vI = sign(σI)
( p∏
i=1

t(vai , vai)
)
vIc = ±vIc (4)

Da die Vektoren vI mit I ⊆ {1, . . . ,m} und |I| = m eine Basis von
∧m

V
formen, bildet ∗ eine Basis von

∧p
V auf eine Basis von

∧n−p
V ab. Es folgt,

dass ∗ ein Isomorphismus
∧p
V →

∧n−p
V ist.

(c) Wenn t ein Skalarprodukt ist, dann gilt t(vi, vi) = 1 für alle 1 ≤ i ≤ n. Nach
(4) gilt

∗vI = sign(σI)vIc .

Für jede σ ∈ Sn gibt es τ1 ∈ Sp und τ2 ∈ Sn−p, sodass

σ(i) =

{
σI
(
τ1(i)

)
(1 ≤ i ≤ p)

σI
(
p+ τ2(i− p)

)
(p+ 1 ≤ i ≤ n).

wobei I = {σ(i) : 1 ≤ i ≤ p}. Es gilt sign(σ) = sign(σI)sign(τ1)sign(τ2) und

vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(p) = sign(τ1)vI und vσ(p+1) ∧ · · · ∧ vσ(n) = sign(τ2)vIc .

Es folgt

∗
(
vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(p)

)
= sign(τ1) ∗ vI = sign(τ1)sign(vI)vIc = sign(τ2)vIc

= sign(σ)vσ(p+1) ∧ · · · ∧ vσ(n)

Sei σp ∈ Sn gegeben durch

σp(i) =

{
i+ p (1 ≤ i ≤ n− p)
i− n+ p (n− p+ 1 ≤ i ≤ n).

Dann σIc = σI ◦σp für alle I ⊆ {1, . . . , n} mit |I| = p. Bemerke, dass sign(σp) =
(−1)p(n−p). Darum gilt

∗(∗vI) = ∗
(
sign(σI)vIc

)
= sign(σI) ∗ vIc = sign(σI)sign(σIc)vI

= sign(σp)vI = (−1)p(n−p)vI .

Weil die Vektoren vI mit I ⊆ {1, . . . , n} und |I| = p eine Basis von
∧p
V bilden,

folgt dass ∗ ◦ ∗ und Multiplikation mit (−1)p(n−p) auf
∧p
V gleich sind.



(d) Da ∗ p-Formen auf n − p-Formen und (n − p + 1)-Formen auf p − 1-Formen
abbildet, folgt, dass d∗ p-Formen auf (p− 1)-Formen abbildet. Weil d p-Formen
auf p+ 1-Formen abbildet, folgt, dass ∆ p-Formen auf p-Formen abbildet.

Sei f : U → R eine C2-Funktion. Weil d∗f eine −1-Form ist, ist sie 0. Es folgt

∆f = d∗(df) = d∗
( n∑
i=1

∂if dxi

)
Nach (c) gilt

∗dxi = (−1)i+1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Es folgt

∆f = ∗d
( n∑
i=1

(−1)n+1∂if dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn
)

= ∗
( n∑
i=1

n∑
j=1

∂j∂if dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn
)

= ∗
( n∑
i=1

(−1)i+1∂if dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn
)

= ∗
( n∑
i=1

∂2i f dx1 ∧ · · · ∧ dxn
)

Nach (c) ist die rechte Seite gleich
∑n
i=1 ∂

2
i f .


