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9. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Priasenzaufgabe 9.1 Gegeben sei ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektor-
raum V' mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform ¢. Fiir eine orien-
tierte Basis vy, ..., v, mit

ol ={ § G20

sei
w=wt =V N+ ANvp

Man erklért fiir jedes 0 < p < n den Hodge-*-Operator
* = kg /\pV — /\nipV

aAxf=ta, Bw (04,6 € /\pV).

Hier ist ¢ rechts zu verstehen als die Erweiterung der Bilinearform ¢ auf p-Formen
durch

durch die Formel

t(wy,wy) tlwy,wh) ... t(wl,wz’j)
) ) t(wg, wy) t(wg,wy) ... t(wz,w)

twi A Awp,wi A -+ Awy) = det : : . : ;
Hup}) g wh) . Uy w))

fiir alle wy, ..., wp, wy,...w, € V.

(b) Beweisen Sie, dass der Hodge-*-Operator ein linearer Isomorphismus A’V —
NPV ist.

(c) Zeigen Sie unter Annahme, dass t ein Skalarprodukt auf V' ist, dass der Hodge-
x-Operator die lineare Abbildung * : A’V — A"7PV ist, die bestimmt wird
durch

*(1}0(1) VANRRRIAN ’Ua(p)) = Sign(a)va(p+1) A NUg(n) (0 € Sp).
Zeigen Sie weiter, dass *(xa) = (—1)P("Pq fiir alle a € APV

Betrachten Sie eine offene Teilmenge U von R”. Fiir jede p € U versehen wir T,(U)*
mit dem standard Euklidischen Skalarprodukt. Wir definieren d* := % o d o ¥ und
den Hodge-Laplace-Operator

A:=dod* +d" od

(d) Zeigen Sie, dass A p-Formen auf p-Formen schickt. Sei f : U — R eine C?-
Funktion. Beweisen Sie die Identitét

Af:iaff.
i=1



Lésung:

(b) Fiir I C {0,...,n} definieren wir

U = Vg N2+ Nq,,,

falls I = {aq,...,am} mit a; < ag < -+ < ay,. Wir schreiben I° fiir {1,...,n}\
I. Wenn I # J, dann I NJ¢ # () und damit v; Avje = 0. Weiter gilt v; Avye =
sign(or)w wobei o7 € S, die Permutation gegeben durch

9\t = bi,|[|, Il+1<i<n

ist, wobei a; < az < --+ < aj die Element aus I und b; < -+ < b, die
Elementen aus I¢ sind. Wir haben jetzt die Identitét
_ [ sign(onw (I =)
’U]/\UJL{O (I#J) (1)

fir I, J C{1,...,n} mit |I| = |J| = p bewiesen.

Wir behaupten, dass die Abbildung

ANV N V=NV, (@p)—ans 2)

nicht ausgeartet ist, d. h. es gibt fiir jede a € APV \ {0} ein 8 € A" und fiir
jede B € N""V \ {0} ein @ € APV mit a A B # 0. Wenn a € A’V dann ist «
eine Linearkombination der vektoren vy mit I C {1,...,n} mit |I| = p. Darum
koénnen wir o schreiben als

o = Z Crvy.

IC{1,...,n}
|I|=p

Wenn ¢y, # 0, dann folgt
a ANvre = crvr, Avre = sign(og,)cr, # 0.
Dies beweist die Behauptung, dass (2) nicht ausgeartet ist.

Weil (2) nicht ausgeartet ist, hat fiir jede £ € (A”)* die Gleichung
aAf=Lla)w (€ /\p(V))
genau eine Losung B € A" "V

Wenn I C {1,...,n} und I = {a1,...,ap} mit a1 < az <--- < ap, dann gilt

t(VaysVay  t(VaysVay) -ov H(Vaysva,)
t(vr,vr) = det t(vaz., Va) t(UGZ.’ Vay) - t(Uaz., Uap)
t(VaysVay) t(VaysVay) - t(VaysVa,)
t(val » Vay 0 R 0
= det 0 t(vazj UaQ) - 0
6 0 o t(vap.7 Va,)

P
= Ht(vaivai).
i=1

Weil [t(vg,vq,)| = 1, ist die rechte Seite gleich +1.



Wenn I,J C {1,...,n} mit [I| =|J| =p und I # J, dan gibt es eina € I\ J.
Da t(vy,vp) = 0 fiir alle b € J, gibt es eine Nullspalte in die Matrix

t(vfh » Uby t(v(h ; 'sz) cee t(vm ) pr>
t(vam Vb, ) t(v1127 vbg) s t(vag , pr)
. )
t(Va,, Vb))  t(Vay,Vby) ... t(Va,,Vs,)
wobei a; < --- < ap und b; < --- < b, die Elementen aus I und J sind. Die

Determinante dieser Matrix ist darum gleich 0. Wir haben jetzt die Identitét

P
t('UI”UJ) _ i[[lt(vaivai) (I — J) (3)
0 (I#J)
fir I, J C {1,...,n} mit |I| = |J| = p bewiesen.

Aus (1) und (3) folgt, dass fur I € {1,...,n} mit I = {a1,...a,} und a1 <
e ap7

*Up = sign(a;)(ﬁt(vai,vai))mc = twvje (4)

i=1

Da die Vektoren v; mit I C {1,...,m} und |I| = m eine Basis von A"V
formen, bildet * eine Basis von APV auf eine Basis von A" "V ab. Es folgt,
dass * ein Isomorphismus APV — A" 7PV ist.

Wenn ¢ ein Skalarprodukt ist, dann gilt ¢(v;,v;) = 1 fiir alle 1 < 4 < n. Nach
(4) gilt
xvy = sign(oy)vye.

Fiir jede o € S, gibt es 7y € S, und 7 € S,,_,, sodass

o(i) = { o1 Eﬁ(i)) (1<i<p)

or(p+m(i-p) @+1<i<n).
wobei I = {o(i) : 1 <i < p}. Es gilt sign(c) = sign(o)sign( )sign(r2) und
Vo(1) N+ AUg(py = sign(mi)vr  und  vgppny A+ AVg(n) = sign(7e)vre.
Es folgt

*(vg(l) A A vg(p)) = sign(m) * v; = sign(r)sign(vy)vre = sign(ma)vye

= Sign(g)va(p-i-l) ARRRNA Vg (n)
Sei 0, € Sy, gegeben durch

o (i) = i+p (1<i<n-—p)
P77 i—n+p (n—p+1<i<n).
Dann ore = ojo0y, firalle I C {1,...,n} mit |[I| = p. Bemerke, dass sign(o,) =
(=1)P(=P) Darum gilt
*(xvr) = (sign(or)vre) = sign(oy) * vie = sign(oy)sign(or, vy

= sign(o,)vy = (—1)P" Py,

Weil die Vektoren vy mit I C {1,...,n} und || = p eine Basis von A"V bilden,
folgt dass * o * und Multiplikation mit (—1)?(»=?) auf APV gleich sind.



(d) Da * p-Formen auf n — p-Formen und (n — p + 1)-Formen auf p — 1-Formen
abbildet, folgt, dass d* p-Formen auf (p — 1)-Formen abbildet. Weil d p-Formen
auf p + 1-Formen abbildet, folgt, dass A p-Formen auf p-Formen abbildet.

Sei f: U — R eine C2-Funktion. Weil d* f eine —1-Form ist, ist sie 0. Es folgt
Af =d(df) =d* (D 0if du)
i=1

Nach (c) gilt
*d.’EZ = (—1)i+1d1'1 VANRERIVAN dxi,l AN d.’Ei+1 VARERIVAN d.’En

Es folgt

n

Af =xd -1 "+16ifdx1/\-~-/\dxi_1/\dwi 1A ANdxy,
+

o

*<Z(—1)i+18ifda:i ANdzy A ANdxi—y ANdxigg A A dmn)
1

n

Zaj@f dCEj A d(,Ul VARERIVAN d.’L’i,1 AN dCL'iJrl VANEEIWAN dil?n)
i=1 j=1

M= 5

3 |l

(2

—*(;affdxl/\'-~/\dfrn>

s

Nach (c) ist die rechte Seite gleich "7, 92 f.



