Universitat Paderborn

Dr. Job Kuit, Lasse Wolf Sommersemester 2019

Lineare Algebra 1: Beispielklausur

Bitte fiillen Sie zunéchst das Deckblatt sorgfiltig aus und lesen Sie die folgenden Hinweise.

Nachname:

Vorname:

Matrikel-Nummer:

Studiengang;:

1. Bitte legen Sie Studierendenausweis (Matrikel-Nummer) und ggf. Lichtbildaus-
weis zur Kontrolle auf dem Tisch bereit. Bitte schalten Sie ihr Handy still/aus und
legen es aufler Reichweite ab.

2. Erlaubte Hilfsmittel sind lediglich Schreibutensilien (kein Rotstift, kein Bleistift).

3. Bitte melden Sie sich (Handzeichen), falls Sie eine Textformulierung nicht verstehen
oder zusitzliches Papier fiir die Bearbeitung einer Aufgabe benotigen. Versehen
Sie zusétzliches Papier immer mit Threm Namen und der Nummer der entsprechen-
den Aufgabe.

4. Wenn sich ein numerisches Ergebnis ohne Taschenrechner nicht weiter vereinfa-
chen lisst, so kdnnen Sie es unvereinfacht stehen lassen (z.B. %22 oder cos(94°).)

5. Alle Ergebnisse und Rechenschritte sind zu begriinden, sofern nicht anders vermerkt.

6. Die geplante Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

Aufgabe 1 2 3 4 5 Summe

Punkte
erreichbare Punkte 25 25 25 10 15 100
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Aufgabe 1 (25 Punkte) (i) Fiir k£ € Ny sei
Sk R—=R, zw~—sin(kz) und Cy: R =R, =z cos(kx).
Sei V' der R-Vektorraum, der von Sy, Cy, k = 1,2, erzeugt wird, d.h.
V ={a151 + a5y + b1C1 + b2Cy | a4, b; € R}
Sei weiter D die Ableitung und B = (S; + Ss, 51 — So, C1 + Co,Cy) und C = (57 +

C4, Sy + Cy, S, Cs). Bestimme die Darstellungsmatrix Még (D) von D beziiglich den
Basen B und C.

(i) Sei & eine weitere Basis mit

1 1 00 1010

. 1 -100 . 0100
Mg (idy) = und Mg (idy) =

0 0 10 1 000

0 0 11 01 01

Bestimme Mg (D).
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Aufgabe 2 (25 Punkte) Bestimme das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und
die zugehorigen Eigenrdume von

13 60 60
A=1]-6 —-26 —24
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Aufgabe 3 (25 Punkte) Sei V ein Vektorraum tiber einem Koérper K und L: V — V
linear mit Lo L = L.

(i) Zeige, dass ker L ein Untervektorraum von V' ist.

(i) Zeige, dass
YVveV3v ekerLI3v, eimL: v =1 + vy

(iii) Zeige, dass ker L Nim L = {0}.

(iv) Finde ein Beispiel fiir L: R* = R?* mit Lo L = L und L # 0 und L # idge.
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Aufgabe 4 (10 Punkte) Sei A eine quadratische Matrix iiber einem Korper K mit
tA = A1 Zeige, dass det(A) =1 oder det(A) = —1.
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Aufgabe 5 (15 Punkte) Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde
deine Antwort.

(i) Esgilt det(AA) = A det(A) fiir alle quadratischen Matrizen A und alle Skalare A € K.

(i) Fir alle vy, v9,v3 € V (V ein K-Vektorraum), sodass jeweils vy, v, und vy, v3 und
Vg, v3 linear unabhéngig sind, sind auch vy, v, v3 linear unabhéngig.

(iii) Fiir alle Untervektorrdume W von V ist {f: V — V linear | W C ker f} ein Unter-
vektorraum des Vektorraums aller Endomorphismen von V.



