4. I"Jbungsblatt - Lie-Gruppen 2
Besprechung am 05.11.2021

Aufgabe 1 Zeigen Sie, dass eine Lie-Algebra L genau dann auflésbar ist,
falls es eine Kette

L=LyD>L1DLyoD---DL=0

von Unteralgebren von L existiert, sodass L;+; ein Ideal in L; ist und
L;/Li;+y abelsch ist fir allei =0,...,k — 1.

Aufgabe 2 Sei K ein Korper, (: ?) € GL(2,K) und g<a 5) die 3-

v 0
dimensionale Lie-Algebra mit Basis X, Y, Z und den Lie-Relationen
(X,Y]=0
(X, Z] =aX + Y
Y, Z] =~vX + 0Y.

(a) Zeige, dass g (a 5) tatsdchlich eine Lie-Algebra ist. Hinweis: Betra-

v 4
0 0 1
chte zum Beispiel die lineare Abbildung geg. durch X — [0 0 0],
000
000 a v 0
Y~ [0 0 1], Z—~—|B8 6 0
000 0 0 0
(b) Zeige, dass g o B auflosbar aber nicht nilpotent ist.
(7 5)
(c) Sei K =R. Zeige, dass g o 0 nicht isomorph zu g o 0 ist, wenn

0 1 0 1
a,a/ € Ry und o # . (Damit gibt es tiberabziahlbar viele nicht
zueinander isomorphe auflésbare 3-dimensionale reelle Lie-Algebren.

Aufgabe 3 Sei g eine reelle Lie-Algebra komplexer Matrizen mit der Eigen-
schaft
Xeg—{0}=iX &g



Zeigen Sie, dass g€ als komplexe Lie-Algebra komplexer Matrizen realisiert
werden kann.

Aufgabe 4 Sei g = sl3(K) und B die Killingform von g. Zeigen Sie, dass
ein ¢ € K existiert mit B(X, X) = cdet(X) fir alle X € g.

Aufgabe 5 In sl,(R) existiert ein ¢, € R, sodass B(X,Y) = ¢,tr(XY) fiir
alle X, Y € sl3(R) gilt. Berechnen Sie ¢;,.

Aufgabe 6 Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Lie-Algebren von Dimen-
sion < 2.



